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Losungen zu Kapitel 2

1.

Die Texte (b), (d) und (e) enthalten keine Argumente. (In (e) gibt
Aristoteles zwar einen Grund an, warum Geriiche undeutlicher
sind als Farben und Tone, aber er will den Leser damit nicht von
dieser These iiberzeugen. Vielmehr setzt er sie als bekannt vor-
aus.)

a) Es ist moglich, dass das Seiende wirklich vorhanden ist.
Das Nichtseiende ist unmoglich.
Also: Nur das Seiende gibt es.

¢) Wenn der Determinismus wahr ist, dann sind unsere Hand-
lungen durch die Naturgesetze und ldngst vergangene Ereig-
nisse bestimmt.
Léngst vergangene Ereignisse hdngen nicht von uns ab.
Die Naturgesetze hangen nicht von uns ab.
Also: Unsere gegenwirtigen Handlungen héngen nicht von
uns ab.

f) Alle Menschen streben, zum Guten zu gelangen.
Man wird gut durch Erlangung des Guten.
Wiirden die Bosen das Gute erreichen, dann wéren sie nicht
bose.
Also: Die Guten erlangen, was sie erstreben, die Bosen aber
nicht.
Also: Die Guten sind méchtig, die Bosen aber schwach.

Nach dieser Rekonstruktion — es ist nicht die einzig mogliche —
besteht das Argument aus zwei Teilargumenten: Zuerst argumen-
tiert Boethius fiir die These, dass die Guten erlangen, was sie
erstreben, die Bosen aber nicht. Dann folgert er daraus, dass nur
die Guten michtig sind.

g) Wire der Aquator eine menschliche Erfindung, so kdnnten
wir nichts Positives von ihm aussagen in Bezug auf eine Zeit,
bevor Menschen vom Aquator redeten.

Also: Der Aquator ist keine menschliche Erfindung.

Frege setzt dabei voraus, dass wir selbstverstindlich etwas Posi-
tives iiber den Aquator sagen konnen auch in Bezug auf Zeiten,
bevor Menschen vom Aquator redeten. Hiufig ist es hilfreich,
solche versteckten Prdmissen ausdriicklich in die Normalform
aufzunehmen:



g') Wire der Aquator eine menschliche Erfindung, so konnten
wir nichts Positives von ihm aussagen in Bezug auf eine Zeit,
bevor Menschen vom Aquator redeten.

Wir kénnen etwas Positives vom Aquator aussagen in Bezug
auf eine Zeit, bevor Menschen vom Aquator redeten.
Also: Der Aquator ist keine menschliche Erfindung.

Zusatzaufgabe: Finden Sie die versteckte Pramisse in Argument

(c)!

Losungen zu Kapitel 3

1.
2.

(b), (c) und (f) sind Aussagesitze, (a), (d) und (e) nicht.

Zum Beispiel: ,,Im Jahr 1856 fiel auf das Gebiet des heutigen
Bielefeld eine ungerade Zahl von Regentropfen.*

. In (a): ‘Heute’, ‘wir’ (zweimal), ‘hier’, ‘morgen’, ‘dort’.

In (b): ‘Sie’ (zweimal), ‘dies’.

In (¢) kommt kein indexikalischer Ausdruck vor. (Der Satz ist
wahr, egal in welchem Kontext er geduf3ert wird.)

In (d): ‘Jetzt’.

Das Buch enthélt fast eine halbe Million Vorkommnisse (Token)
der 30 Buchstaben-Typen des deutschen Alphabets.

. a) Dieser Satz enthdlt zwar keine indexikalischen Ausdriicke,

trotzdem héngt seine Wahrheit davon ab, in welchem Kontext
er gedufert wird.

b) ‘GroB’ ist ein vages Priadikat, und vielleicht ist Bielefeld gera-
de ein Grenzfall: weder eindeutig grofl noch eindeutig nicht
grof3. Der Satz ist dann weder eindeutig wahr noch eindeutig
falsch.

¢) Wenn dieser Satz wahr ist, dann miisste das, was er sagt, tat-
sdchlich der Fall sein, d.h., er miisste falsch sein. Also kann
der Satz nicht wahr sein. Wenn er aber falsch ist, dann ist er
wahr — denn genau das sagt er! Manche Logiker meinen, dass
paradoxe Sdtze wie dieser in der Tat sowohl wahr als auch
falsch sind, oder weder wahr noch falsch.

d) GemiB den Erzdhlungen von Arthur Conan Doyle wohnte
Sherlock Holmes tatsdchlich in der Baker Street. Doch in
Wirklichkeit wohnte dort nie ein Mensch dieses Namens. In
einem gewissen Sinn ist der Satz also wahr, in einem anderen
falsch. Wichtig ist, dass man sich hier auf eine Lesart festlegt,
und nicht mitten in einem Argument zur anderen wechselt.

Losungen zu Kapitel 4

1.

Bei giiltigen, aber nicht schliissigen Argumenten ist mindestens
eine der Pramissen falsch. Sofern es sich bei den Prédmissen nicht
um Aussagen zur Logik handelt, fallt es nicht in den Bereich der
Logik, iiber ihre Wahrheit oder Falschheit zu entscheiden. In der
Logik geht es deshalb vor allem um die Giiltigkeit von Argumen-
ten.

a) Das Argument ist ungiiltig.

b) Auch dieses Argument ist ungiiltig.

c) Das Argument ist giiltig, vorausgesetzt dass man nur etwas
wissen kann, was tatsdchlich wahr ist. Es ist allerdings frag-
wiirdig, ob die erste Pramisse stimmt, und damit, ob das Ar-
gument schliissig ist.

d) Das Argument ist giiltig: Weil die Konklusion unmoglich
falsch sein kann, ist es in jedem Fall rational, sie fiir wahr zu
halten, auch dann, wenn die Priamisse wahr ist. Da diese in der
Tat wahr ist, ist das Argument nicht nur giiltig, sondern
schliissig. Gut ist es trotzdem nicht, weil Pramisse und Kon-
klusion nichts miteinander zu tun haben.

e) Das Argument ist giiltig und schliissig, aber uninformativ.

Losungen zu Kapitel 5

1.

Die Aussagen (b) und (e) sind wahr. (a) und (d) gelten nicht all-
gemein, (c) ist sinnlos, weil der Ausdruck ‘wahr’ auf Argumente
nicht anwendbar ist.
Zum Beispiel
Alle geraden Zahlen sind die Summe zweier Primzahlen.
Die Zahl der von Kurt Godel verfassten Briefe ist gerade.
Also: Die Zahl der von Kurt Godel verfassten Briefe ist die
Summe zweier Primzahlen.
Fiir jede beliebige These T lisst sich ein Argument konstruieren,
zum Beispiel
Die Erde ist rund.
Also: T.
In der Regel ist dieses Argument natiirlich ungiiltig. Es 14sst sich
aber auch ein giiltiges finden, etwa
Die Erde ist rund und nicht rund.
Also: T.



Es ist jedoch nicht mdglich, fiir jede These ein schliissiges Argu-
ment zu finden.

Losungen zu Kapitel 6

1.

Der erste Satz stimmt, der zweite aber nicht: Ein Argument kann
weder deduktiv noch nicht-deduktiv giiltig sein.

Das Argument ist nicht-deduktiv, aber nicht deduktiv giiltig, weil
die Konklusion nicht wahr sein muss, wenn die Pramisse wahr
ist. Es konnte zum Beispiel heute Nacht ein groler Meteorit die
Erde aus dem Sonnensystem heraus in die Leere des interstellaren
Raums schleudern.

Das Argument ist nicht giiltig: Sofern nicht eine merkwiirdige
Verschworung im Gange ist, hingt der Ausgang von FuB3ballspie-
len nicht davon ab, wer im Fernsehen zuschaut. Die Primisse
stiitzt also nicht die Konklusion.
Interessant ist, dass dieses Argument formal genau gleich aus-
sicht wie das induktiv giiltige Argument aus Aufgabe 2. Es ist
deshalb sehr schwer, allgemeine Kriterien fiir nicht-deduktive
Giiltigkeit zu formulieren.
Das Argument ist nicht-deduktiv giiltig, wenn man zum Beispiel
diese Priamisse hinzunimmt:

Die meisten Kugeln in der Urne sind griin.
Deduktiv giiltig wird es zum Beispiel durch diese Pramisse:

Die Urne enthilt auller 10 roten nur griine Kugeln.

Losungen zu Kapitel 7

1.

2.

Die Argumente (a), (c) und (d) haben dieselbe Form, ndmlich
Kein S ist M
Einige P sind M
Also: Nicht alle P sind S.
Zum Beispiel:
Logik ist mithsam oder alles wird gut.
Logik ist nicht mithsam.
Also: Alles wird gut.
Oder:
Es regnet oder es regnet nicht.
Es regnet nicht.
Also: Es regnet nicht.

Losungen zu Kapitel 8
1. (a), (d) und (g) sind analytisch, (b) und (c) synthetisch, (d) ist

logisch determiniert. (e) ist tiberhaupt nicht wahr. Dass dieser
Satz falsch ist, liegt jedoch nicht nur an der Bedeutung der in ihm
vorkommenden Ausdriicke, sondern vor allem daran, dass Blei-
stifte eben in Wirklichkeit nicht aus Blei sind. Solche Sétze konn-
te man ‘synthetisch falsch’ nennen. (f) ist ein Grenzfall: Gehort
es zur Bedeutung von ‘Blei’, dass Blei ein Metall ist? Wenn ja,
ist der Satz analytisch, wenn nicht, synthetisch.

2. Ja.
. Es gibt keine scharfe und allgemein akzeptierte Abgrenzung

zwischen logischen und deskriptiven Ausdriicken. ‘Fagott’, ‘hei-
lig’, ‘Logik’ und ‘zwischen’ sind wohl eher deskriptiv, ‘alle” und
‘oder’ logisch. ‘trotzdem’ und ‘weil’ haben sowohl deskriptive
als auch logische Aspekte. Der Status von ‘identisch’ und ‘wahr’
ist umstritten.

Losungen zu Kapitel 9

1. a) Hans ist schneller als der Bote des Konigs.

Also: Jemand ist schneller als der Bote des Konigs.
b) Computer sind schwer durchschaubar.
Deep Blue ist ein Computer.
Also: Deep Blue ist schwer durchschaubar.
¢) Kurt Godel und Gerhard Gentzen sind nicht reich.
Also: Kurt Godel ist nicht reich.
d) Suppe ist besser als trockenes Brot.
Ein Butterbrot ist besser als Suppe.
Also: Ein Butterbrot ist besser als trockenes Brot.

. Der Hofnarr argumentierte:

Wenn es stimmt, was der Konig in seiner Ankiindigung sagte,
dann gibt es ein schliissiges Argument, welches beweist, dass der
Ko6nig nicht immer die Wahrheit sagte. Die Konklusion eines (de-
duktiv) schliissigen Arguments muss wahr sein. In diesem Fall
sagte der Konig also tatséchlich nicht immer die Wahrheit. Wenn
es aber nicht stimmt, was der Konig sagte, dann war seine An-
kiindigung falsch, folglich sagte er auch dann nicht immer die
Wabhrheit. Also, egal ob es stimmt oder nicht, der Konig sagte in
jedem Fall nicht immer die Wahrheit.



3. Nach der Argumentation des Hofnarren ist mindestens einer der

Sitze in der Ankiindigung des Konigs falsch. Der erste Satz kann
es nicht sein, denn der Hofnarr hatte ja das Argument gefunden.
Also war der zweite Satz falsch. Der zweite Satz aber lautete:
,,Dieser wird mein Konigreich erben.*

Losungen zu Kapitel 10
Abschnitt 10.1

1.

a) ‘Die Tiite’ enthalt sieben Buchstaben.

b) ,,Alle metaphysischen Sétze sind sinnlos® ist ein metaphysi-
scher Satz.

¢) ‘Berlin’ bezeichnet Berlin, aber Biclefeld bezeichnet nicht
Bielefeld.
Es gibt einige andere Losungen, etwa:
‘Berlin’ bezeichnet Berlin, aber ‘Bielefeld’ bezeichnet nicht
‘Bielefeld’.

d) ‘Suppe’ angehdngt an ‘Erbsen’ ergibt ‘Erbsensuppe’. (Genau
genommen ergibt es ‘ErbsenSuppe’.)

e) ,,‘angehdngt an sein eigenes Zitat” angehéngt an sein eigenes
Zitat® ist ein Ausdruck, der sich selbst bezeichnet.
Oder: ‘angehingt an sein eigenes Zitat’ angehdngt an sein ei-
genes Zitat ist ein Ausdruck, der sich selbst bezeichnet.

Wenn zum Beispiel in einem deutschen Buch {iber die deutsche
Sprache geschrieben wird, dann ist Deutsch gleichzeitig Objekt-
und Metasprache. (Einige der wichtigsten Ergebnisse der neueren
Logik beruhen darauf, dass so etwas auch in formalen Sprachen
moglich ist.)

Abschnitt 10.2

1.

(b), (¢), (e), (), (h), (j), (1), (n), (q), (r) sind Satze von AL.

2. (e) png

) rvs

(h) gt

D tr—q

@ p—gqvp

) (H(=p—>9)Vvp) Ao —q)

3. So sehen die Sdtze mit voller Klammerung aus. (Es gibt keine
anderen richtigen Losungen!)

(@ (=p—>9q
(b —-—q
() (@wra)—> p)
(@) (o —q) e ((peoq)vr)
() ((@v—(lpArp)—>@Vv——p)—> =)
4. (a), (c) und (e) sind Subjunktionen, (b) ist eine Negation, (d) eine
Bisubjunktion.

Abschnitt 10.3

1. a) (4 — B) ist genau dann falsch bzgl. einer Bewertung V, wenn
A wahr und B falsch ist bzgl. V.
b) (4 < B) ist genau dann falsch bzgl. einer Bewertung V, wenn
A wahr und B falsch ist bzgl. V' oder wenn A falsch und B
wahr ist bzgl. V.

2. (b), (e), (f) und (g) sind wahr bzgl. V1, (a), (¢), (d) falsch.

3. Der Satz ‘—(p A q) > p A —q’ ist wahr bzgl. jeder Bewertung,
bzgl. deren p wahr ist, und falsch bzgl. jeder Bewertung, bzgl.
deren p falsch ist. Die folgende Bewertung ¥, ist zum Beispiel
eine Bewertung, bzgl. deren der Satz wahr ist:

Va(p) = In der Schweiz gibt es Berge;

Va(q) = Alle Berge sind vulkanischen Ursprungs.
Dagegen ist der Satz falsch bzgl. der Bewertung V;:

V3(p) = In der Schweiz gibt es keine Berge;

V3(q) = Alle Berge sind vulkanischen Ursprungs.

4. (a) Wenn man die Leerstelle von ,,Es ist nicht der Fall, dass...”
durch einen wahren Satz ergédnzt, erhdlt man einen falschen
Satz und umgekehrt. Der Operator ist also wahrheitsfunktio-
nal.

(b),,... und ...* ist weitgehend wahrheitsfunktional.

(c) ,,... folgt logisch aus ...“ ist nicht wahrheitsfunktional. Ob ein
Satz aus einem anderen logisch folgt, hdngt nicht nur von der
Wahrheit der beiden Sitze ab. So kann aus etwas Falschem
sowohl etwas Wahres als auch etwas Falsches folgen.



(d) ,,Es ist absolut sicher, dass ...“ ist nicht wahrheitsfunktional.
Vielleicht kann nichts, was falsch ist, absolut sicher sein. A-
ber auf jeden Fall ist nicht alles, was wahr ist, absolut sicher.
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(e) ,,.Der Papst glaubt, dass ...“ ist nicht wahrheitsfunktional —
nicht einmal, wenn der Papst unfehlbar ist. Denn auch dann
kann es noch wahre Sétze 4 geben, die der Papst nicht glaubt,
fiir die also ,,Der Papst glaubt, dass A falsch ist. Nur wenn
der Papst nicht nur unfehlbar, sondern auch allwissend wire,
wire ,,Der Papst glaubt, dass ...* wahrheitsfunktional.

(f) ,.Entweder ... oder eben nicht* ist wahrheitsfunktional. Jeder
Satz der Form ,,Entweder A oder eben nicht* ist wahr — egal,
ob A4 wahr oder falsch ist.

. Wahrheitstafel fiir ‘|’
A B | A4A|B
W W F
W F W
F W Y
F F \

. Es gibt vier einstellige wahrheitsfunktionale Satzoperatoren. Thre
Wabhrheitstafeln sehen so aus (“*’ vertritt hier den Namen des
Operators):

AH *A| *A| *A| * 4

W
F

F
\W

F
F

W F

Der dritte dieser Operatoren entspricht dem Negationszeichen
von AL. Bei den zweistelligen Operatoren gibt es bereits 16
Maoglichkeiten, bei den dreistelligen 256, und allgemein 2 fiir
n-stellige Operatoren.

Losungen zu Kapitel 11
1. (b), (c) und (d) treffen zu. Die Aussagen (a) und (e) sind falsch,

(f) und (g) sinnlos: Nur Argumente kdnnen giiltig sein, und Sitze

W

von AL sind, fiir sich allein, weder wahr noch falsch — sie sind
wahr oder falsch immer nur bzgl. einer bestimmten Bewertung.

Bedingung (e).
Ja.

(a) Wenn A4 eine Tautologie ist, dann ergibt sich allein aus den
Bedingungen der Definition 10.3, dass 4 bzgl. aller Bewer-
tungen von AL wabhr ist. Folglich ist 4 auch bzgl. all jener
Bewertungen wahr, bzgl. deren B wahr ist. D.h., es ergibt sich
allein aus den Bedingungen der Definition 10.3, dass fiir alle
Bewertungen V gilt: Ist B wahr bzgl. V, dann ist auch 4 wahr
bzgl. V. Also folgt 4 logisch aus B.

(b) Wenn A4 eine Tautologie ist, dann ist 4 wahr bzgl. aller Be-
wertungen von AL. Wenn auBlerdem 4 =, B, dann ist B
wahr bzgl. aller Bewertungen, bzgl. deren 4 wahr ist — d.h.
bzgl. ausnahmslos aller Bewertungen (beides ergibt sich aus
Definition 10.3). Folglich ist B in diesem Fall ebenfalls eine
Tautologie.

Sei V eine beliebige Bewertung von AL. V' ordnet dem Satzbuch-

staben ‘p’ eine Wahrheitsbedingung zu. Entweder ist diese Wahr-

heitsbedingung erfiillt oder nicht. Im ersten Fall ist nach Defini-
tion 10.3.(1) ‘p’ wahr bzgl. V, und folglich auch ‘p — p’, weil
nach 10.3.(v) eine Subjunktion wahr ist, wenn ihr Hinterglied

wahr ist. Im zweiten Fall ist nach 10.3. (i) ‘p’ falsch bzgl. V.

Auch dann ist ‘p — p’ wahr bzgl. V, weil nach 10.3. (v) eine

Subjunktion wahr ist, wenn ihr Vorderglied falsch ist. ‘p — p’ ist

also wahr bzgl. jeder beliebigen Bewertung /" von AL.

a) Nach Definition 11.4 ist 4 =4, B genau dann wahr, wenn fiir
alle Bewertungen V gilt: Ist 4 wahr bzgl. V, dann ist auch B
wahr bzgl. V' — d.h. wenn es keine Bewertung gibt, bzgl. deren
A wahr ist und B falsch. Nach Definition 10.3.(v) ist A —> B
nun aber genau dann falsch bzgl. einer Bewertung, wenn 4
wahr und B falsch ist bzgl. dieser Bewertung (vgl. Aufgabe 1.
zu Abschnitt 10.3). Folglich gilt 4 =41 B genau dann, wenn 4
— B wahr ist bzgl. jeder Bewertung, wenn also F=,; 4 — B.

b) Nach Definition 11.5 ist A ==, B genau dann wahr, wenn
fiir alle Bewertungen V gilt: 4 ist genau dann wahr bzgl. V,
wenn B wahr ist bzgl. V' — d.h. wenn bzgl. aller Bewertungen
A und B entweder beide wahr sind oder beide falsch. Nach
Definition 10.3. (vi) ist 4 <> B wiederum genau dann wahr
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bzgl. einer Bewertung, wenn bzgl. dieser Bewertung 4 und B
entweder beide wahr sind oder beide falsch. Folglich gilt
A ==, B genau dann, wenn 4 <> B wahr ist bzgl. jeder
Bewertung, wenn also =1 4 <> B.

Losungen zu Kapitel 12
1. a) ‘(p = q) v (g — p) ist eine Tautologie:

p q9 | @—>9 v (@—p
W W w w W
W F F w W
F W W W F
F F w W W

b) ‘—(p = ¢q) A —p’ ist eine Kontradiktion:

r q9| -~ @—->9 A -

W W| F \% F F

W F \W% F F F

F W| F w F| W

F F F w F| W

c) ‘p— =((p v g A —q) ist weder eine Tautologie noch eine

Kontradiktion:

p q|lp - - ( v 9 ~ —9
w W W | W 'Y F F
W F F | F w v W
F W W | W w F F
F F W[ W F F W

d) “((p = q) > p) > p’ ist eine Tautologie:

p q |(p>9) > p —> p
W W W W W
W F F W W
F W W F W
F F W F W

e) ‘(e q) < (pVvg—pAgq) isteine Tautologie:

P q o9 © (pve - @A)
W W W W W W w
W F F W w F F
F W F W W F F
F F W W F W F

11

) ‘@p—or)v(g—r)—>(pvqg—r) ist weder eine Tautologie
noch eine Kontradiktion:

p q r{pp->r) v (g->r) »> (PPvg —> 1)
WV W W \% W w W W W
W W F F F F 'Y \"% F
W F W \% W w W W w
W F F F w w F w F
F W W w W w W W W
F W F W W F F % F
F F W \% W w W F w
F F F W w w \\% F w
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2. a) Die Aussage ‘pF=4L —p Vv ¢’ ist falsch:

P 9 p|» Vv ¢
W W W | F W
W F w|F F
F W F |W W
F F F |W W

b) Die Aussage ‘p = gF=aLp Ar— ¢’ ist wahr:

P q r p>q| pAr > g
W W W W W W
W W F w F w
W F W F W W
W F F F F F
F W W w F w
F W F w F w
F F W w F w
F F F W F w

c) Die Aussage ‘p

vg—>rEa (p—>r)v(g—r) ist wahr:

p q r pvg —> r |po>r) v (-7
ww wW| | w w w O w W
W W F W F F F F
W F wW| | w w wow W
W F F W F F W W
F w w| | w w w W w
F W F W F W W F
F F W F W W W W
F F F F W W W W
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d) Die Aussage ‘p <> ¢q, =(p v q) FEaL p A q’ ist falsch (zur
Abwechslung einmal mit der zweiten Methode):

p g9 | P9 A = (Pvey > pArg
W W W F F W Wl W
W F F F F W W| F
F W F F F W W| F
F F W W W F F F

e) Die Aussage ‘—p v ¢ == —q Vv p’ ist falsch (zweite Me-
thode):

p q -» v 9 < 9 VvV P
WV W F \W \W F W

W F F F F w W

F W| W W F F F

F F v W \Y v W

. Wie die Wahrheitstafel von ‘p —> —((p v q) A —q)’ zeigt, ist

dieser Satz falsch bzgl. aller Bewertungen, bzgl. deren ‘p’ wahr
und ‘g’ falsch ist. Zum Beispiel:

Mp) = Kiihe sind Sdugetiere;

"(q) = Kiihe konnen fliegen.
‘w—o>r)v(g—r)— (pvg—r) ist falsch bzgl. aller Bewer-
tungen, bzgl. deren ‘p’ wahr ist und ‘g’ und ‘7’ falsch, sowie
bzgl. aller Bewertungen, bzgl. deren ‘¢’ wahr ist, ‘p” und ‘7’ da-
gegen falsch. Zum Beispiel:

"p) = Kiihe konnen fliegen;
"(q) = Kiihe sind Saugetier;
V(r) = Kiihe konnen fliegen.

. Der kiirzeste mit ‘(p A g) v —(—p — ¢)’ logisch dquivalente Satz

ist‘p>q’.

. Es gibt mehrere Losungen. Die einfachsten sind:

—|(A /\B), —A v —|B,A — —B sowie B — —A.
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6. Hier eine der mdglichen Losungen:

Satzform von AL | Aquivalente Satzform mit ‘|'
—A4 A4
ANB (A4|B)|(4]B)
AvB (A]4)| (B B)
A—B A |(A4]|B)
4o B A1B)[(4]4)] (B|B)

7. Wie die Losung zu Aufgabe 5. zeigt, lasst sich ‘|” wahlweise

durch ‘=’ und ‘A’, durch ‘=’ und ‘v’ oder durch ‘=’ und ‘—’ de-
finieren. Da ‘|’ funktional vollstindig ist, gilt das also auch fiir
diese Paare von Operatoren.

Losungen zu Kapitel 13

1.

Der Satz ist eine Subjunktion. Nur die Regel (S) darf deshalb zur
Entwicklung verwendet werden. Versuchen Sie nie, Entwick-
lungsregeln auf Teilsétze eines Satzes anzuwenden! Dies fiihrt oft
zu falschen Ergebnissen und ist mit unseren Regeln unvereinbar.
Wenn Sie iiber die anzuwendende Regel unsicher sind, setzen Sie
zuerst alle nach den Klammerersparnisregeln weggelassenen
Klammern ein. Der Beispielsatz sieht dann so aus: ‘((p A —q) =
(—(p A gq) v 5))’. Die Form dieses Satzes ist offenbar (4 — B).

2. a)‘(p > q) v (p > —q)’ ist eine Tautologie:

1.V =((p—>q) v —>—q) A
2.V —(p —q) (1)
3.V —(p = —q) (1)
4. p (2
5. —q 2)
6. p 3)
7. ——q 3)
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b) ‘(p A —q) Vv (g v —p)’ ist eine Tautologie:

1.V —((p A—=q) Vv (g Vv —p)) A
2. —(p A—q) (1)
3.4 —(q v —p) (1)
4. —q 3)
5. —p 3)
/ \
6. —p 7. ——q 2)
X X

c) ‘(b > q) > (g > r) > (p > r) ist keine Tautologie (im
Gegensatz zu dem sehr dhnlich aussehenden Satz (13)!):

1.V (P> > @—>r)—>@-—>r) A
2.V P9 —>@->r) (1)
3.V —(p—>r (1)
4. p 3)
5. (3)

—r

6.V —(p—>q) 7N g ()
. p (6)

9. g (6) / \

—-q 11 r

X

10. (7)
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d) (p—>r)v(g—>r)Aqg— —pvr isteine Tautologie: b) Die Aussage ‘pA(gVvr)=aL (@ Aq) v (p Ar) ist wahr:
1.V —((p—>rVv(@go>r)rqgqg—>—pvr) A 1.V pAlgvr) A
2.4 (p—>rV(@—>MNnrg (1) 2.V ~@ADV @A) A
3.V —~(=p V) (1) 3. p (1
4. =V (g—r) @) 4.\ gvr M
5. q 2) 5.4 —(p A q) )
6 p 3) 6.V —~(p AT) )
7

3)
N
. p_”/\q_” " 7. : 8. / \ ®))
N /

10. —p 1. r (8 12. —q 13. r (9 9. (6)

LT : /\

3. a) Die Aussage ‘(pVv qg) Ar EaL (p Agq) v ist wahr:

Ly (v A A e T
2.V - A
N ((PpAVqC)I v ) ) c) Die Aussage ‘v — ¢, g > pE=aLp v ¢’ ist falsch:
4 r () ! j b A
5 ~(p A 9) @ ' 9P
3.V - A
6 N “ 4. (z:; ! (3)
) 5 — (3)
8. —p 9. q (1)

10. —q 1. p (2
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d) Die Aussage ‘p <> ¢q, q > rE=aL r — p’ ist falsch:

1.
2.

3
4,
5

i S

v
v
v

pP<q
q —>r
—|(l” —)p)
r
w4
q 9. —q

" /N

10. —-q 11. r

3)
3)

(1
(M

2

Die Aussage ‘p v g ==l (p = q) — ¢’ ist wahr. Wir zei-
gen erst, dass p v ¢ =aL (p = ¢g) — ¢, anschlieBend, dass
P9 >q9FEapve

V
J
J

pVgq
—((p—>9 —>9q
pP—q

T

/:\ ;

X

)

X

A
A
2
)

€)
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1.V =9 —>q A
2.V —~(p Vv q) A
3. —p (2)
4 —q (2)
CR— —>q)/ 6\q (1)

p (5)

—q (5)

X

. Siehe nichste Seite.

. Auf den beiden offenen Asten des Wahrheitsbaums fiir den Satz

[ 3

(c) von Aufgabe 2 stehen jeweils die Sétze ‘p’, ‘—r’ und ‘—q’.
Jede Bewertung, bzgl. deren ‘p’ wahr ist und ‘g’ und ‘7’ falsch
sind, ist also ein Gegenbeispiel. Etwa:

V(p) = 7 ist eine Primzahl;

V(q) = 10 ist eine Primzahl,;

V(r) =20 ist eine Primzahl.

. Zum Beispiel der Satz ‘(p v —p) A (p v —p)’.
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4. Wahrheitstafel fiirden Satz “ (p v —g) A(—pVvqg) > PV qgo>pArg):

P q @ v =@ A~ (=p v @9 > @ v ¢ > p A q
W W W F W F W W W W W
W F W W F F F W w F F
F W F F F W W Y W F F
F F W W W W W W F W F

Wahrheitsbaum fiir den Satz ‘((p v —¢) A (—p Vv ¢)) > (p v q) > (p A q))’:

N (V=) Ar(=pVvg)>{PVg—>pArg)
v -9 A(pVg)
—(pvg—>pnrq

PV —q

—pVvg

pvyq

=(p A q)

/\

R
L L L L L L

8.
///////\\\\ /////// \\\\\\\\\
10. —p 11 (5) 14.
12. (7) 16. p (6)

X X X X

(M
)
@
2
3
3

“)

)
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Losungen zu Kapitel 14

1.

Beweise fiir die Sdtze Tlla, T12a, T13a, T16a, T17a, T20a,
T21a, T22a, T23a und T24a:

Die Folge

1. A Ann.
2. A—>B Ann.
3. B MP (1, 2)

ist eine Ableitung von B aus 4 und 4 — B. Daher gilt:

Hieraus ergibt sich durch zweimalige Anwendung des Dedukti-
onstheorems:

(i) Faxd—>((4—>B)—>B).

Mit Hilfe von (ii) beweisen wir jetzt T11a:

L. A—>({(A—>B)—>B) (i)
2. ((4—>B)—>B)—>(—=B—>—(4—>B)) T8’
3. A— (=B —> —(4—>B)) T2(1,2)
T12a Fax (4> A)—> A

. -4 > (=4 > (=4 > 4)) Tlla
2. —4 = —(—4 > A)) T4 (1)
3. (-4 —>4)—>4 T6 (2)
T13a -4 > B,—4 > —B l—xx 4

1. —A—>B Ann.
2. —A4—>-B Ann.
3. —A4 T13 (1, 2)
4. ——A4 > A T7a
5. A MP (3, 4)

Tl6a Fax AAB)AC— AA(BAQ),
Aufgrund von

AABYAC

AAB)AC—>C
AABYAC—>AAB

ANB

AAB—> A

AAB—B

A

B

9. C

10. B> (C—>BAC)

11. C->BAC

12 BAC

13. A->BAC>AABAO)
4. BAC—>AABAO

15. AABACQC

gilt:

6] (AABYAC Fpax AN(BAC).

e A

Hieraus folgt aufgrund des Deduktionstheorems:

(i) Fak UABYAC>AABAQO).

T17a Fax —(—4v —=B) > A A B,
d.h.,x —(—=—A4 > —=B) > —(4 = —B)
Aufgrund von

1. A——-B

2. -4 > A4

3. -4 —> B

gilt:

1) 4> —-BlFa ——4—>-B.

Hieraus folgt aufgrund des Deduktionstheorems:

Mit Hilfe von (ii) beweisen wir T17a:

22

Ann.

T10

T9

MP (1, 3)
T9

T10

MP (4, 5)
MP (4, 6)
MP (1, 2)
T11

MP (8, 10)
MP (9, 11)
T11

MP (7, 13)
MP (12, 14)

Ann.
T7a
T2 (2, 1)
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1. (A4 —> —B) > (——A4 > —B) (i1)
2. —(—=—=4 = —=B) > —(4 > —=B) T8 (1)
T20a Fax AVvB)vC—> Av(Bv ),

dh ik ((—4—>B)—>C) > (=4 > (=B— ()

Aufgrund von

. —(-4d—>B)—>C Ann.
2. —C— (-4 - B) T8b (1)
3. —d—>(=C—>B) T3 (2)
4. (=C—>B)—>(-B—C) T8b'
5. —Ad—(=B—>C) T2 (3, 4)

gilt:

@) —(=4 > B)—> C F=px =4 > (=B - O).
Und hieraus folgt aufgrund des Deduktionstheorems:
(i) Fak(=(=4—>B)—>C) > (—4—> (=B - 0)).

T21a |_AK —|(—|A A ﬂB) —> A4 VB,
dh.Fax (=4 > ——B) > (-4 > B)
Aufgrund von

1. —(—=4 > ——B) Ann.
2. ——(—=4 > ——B) = (-4 »> ——B) T7a
3. —4 — ——B MP (1, 2)
4. —B—>B T7a
5. -4 —>B T2 (3,4)

gilt:

@) ——(—=4 > ——B) F=xx =4 > B.
Hieraus folgt aufgrund des Deduktionstheorems:
(i) Fax =—(—=4 > —-B) > (=4 - B).
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T22a Fax AAB)V(AAC)—> AA(BvVO),
d.h.Fx (A > —=B) > (4 —> =C)) >

—(4 > —(—=B— Q)
Aufgrund von

1. A—> —(-B—>C) Ann.
2. —(—=B8—>C)—> =B T9a
3. A—-B T2 (1,2)
4. (4— —B) > ——(4 —> —B) T7b
5. ——(4—>—-B) MP (3, 4)
6. —(-B—>C)—-C T10a
7. A—-C T2 (1, 6)
8. —(4 > =B) > (4 > -0)
- —(—=—=(4 > —B) > (4 - =QC))) T11
9. 4->-0-
—(—=—(4 > —=B) > (4 —> =C)) MP (5, 8)
10.  —(=—(4 > —B) = =(4 > =C)) MP (7, 9)

gilt:
(1) A4 — (=B > () Fax

—(—=—=(4 > —=B) »> (4 - =0)).
Hieraus folgt aufgrund des Deduktionstheorems:
(i)  Fax U—>—(=B->0) -

—(=—(4 > =B) > —(4 > =0)).
Mit Hilfe von (ii) beweisen wir T22a:
1. A4—>—(—-B—->0) >

—(—=—(4 > =B) > (4 > =0)) (ii)

2. (=4 —> =B) > =4 > =0) >

—(4 > —(=B—>0)) T8a (1)
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T23a Fax AVvB)AAVC)—> Av (BACQ),

Aufgrund von

1 —((—=4 = B) > =(—=4 - 0)) Ann.
2 —((=4 > B) > =(—=4 > C)) > (-4 > B) T9
3 —~((—4—>B)>—=(-4—>C)>(-4->0) T10
4. -4 —B MP (1, 2)
5. —-A4—->C MP (1, 3)
6 —4 Ann.
7 B MP (6, 4)
8. C MP (6, 5)
9. B— (C— —=(B—-0) T11
10. C—>—=(B->-0) MP (7, 9)
1. —=(B->-0) MP (8, 10)

gilt:

Und hieraus folgt durch zweimalige Anwendung des Deduktions-
theorems:

(i) Fax =((w4—>B)—> (-4 —>0)—>

(=4 > (B — =0)).
T24a AAB—>C FxxA—>B—>C)
dh. =(A—>-B)—>Cltsxx A>B—>0)

Aufgrund von

1 —(A4 —>—-B)—>C Ann.
2. —C —> (4 —> —B) T8b (1)
3. A — (-C —> —B) T3 (2)
4 A Ann.
5 —-C —> —B MP (4, 3)

B—>C T6 (5)

Und hieraus folgt durch aufgrund des Deduktionstheorems:
i) —(A>-B)>CltpxA->B-O0).
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2. Beweis von Al:

1. A Ann.
ist eine Ableitung von 4 aus {4, B}. Daher gilt:

(1)  4,B A A.

Und hieraus ergibt sich durch zweimalige Anwendung des De-
duktionstheorems

(i) Faxd—> (B> A).

Beweis von A2:

1. A—>(B—O0) Ann.
2. A—>B Ann.
3. A Ann.
4. B—>C MP (1, 3)
5. B MP (2, 3)
6. C MP (4, 5)

ist eine Ableitung von C aus {4 — (B —> C), A > B, A}. Daher
gilt:

6] A—>B—>C),A—>B, A, C.

Und hieraus ergibt sich durch dreimalige Anwendung des De-
duktionstheorems

i) Fak A>B—->0C)—>((A4—>B)—>A—>0).

. Wie in Aufgabe 2 gezeigt, hangt das Deduktionstheorem nur von

Al und A2 sowie Modus Ponens ab. Es gilt also auch in AKF.
Mit Hilfe des Deduktionsbeweis beweisen wir jetzt A3 in AKF:

1. —B —> —4 Ann.
2. A Ann.
3. (=B > —=4) > (——A4 > ——B) F4
4. ——A > ——B MP (1, 3)
5. A—>——A F6
6. ——B —> B F5
7. ——A MP (2, 5)
8. ——B MP (4, 7)
9. B MP (6, 8)

ist eine Ableitung von B aus {—B — —A4, A}. Daher gilt:
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Und hieraus ergibt sich durch zweimalige Anwendung des De-
duktionstheorems

(i) Faxr (=B —>—-4)—> (4> B).

Ein Beweis von F3 mit Hilfe des Deduktionstheorems, also mit
F1 und F2 (vgl. Aufgabe 2):

1. A—>(B—0) Ann.
2. B Ann.
3. A Ann.
4. B—>C MP (1, 3)
5. C MP (2, 4)

ist eine Ableitung von C aus {4 — (B — C), B, A}. Daher gilt:

i) A4A->B->0),B,A4 Fasr C

Und hieraus ergibt sich durch dreimalige Anwendung des De-
duktionstheorems

i) Far >B->C)>B—->A—-0).

Losungen zu Kapitel 15

1.

a) Paul Celan ist der Sanger einer Heavy-Metal-Band.
b) Afghanistan ist ein groBes Land.

¢) Einen Urlaubstag zu bekommen ist moglich.

d) Jeder bedeutende Philosoph war ein guter Logiker.
e) Pilze sind Tiere oder sie betreiben Photosynthese.
a)

P
p: In Bielefeld regnet es immer.

b) p

p:  Der Satz des Pythagoras ist unsinnig.
C) _|p . . .

p:  Jemand weiB}, wie es weiter geht.
d par—gq

p:  Der Krieg begann im Winter;

q: Der Krieg begann im Sommer.
O —(pog)

p:  Wien liegt an der Donau;
Wien liegt an der Moldau.

q
Hop
p: Hitler und Stalin waren verbiindet.
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g prvyg
p:  Der Gewinner erhilt einen Apfel;
q: Der Gewinner erhélt eine Banane.
p:  Man driickt sich verstdndlich aus;
q: Man wird verstanden.
) pr—g
p:  Logik ist anstrengend;
q: Logik ist in der modernen Philosophie verzichtbar.
) e
p:  Kaffee ist gesiinder als Tee;
q: Tee ist gesiinder als Kaffee.
k) pe—q
p:  Gott ist tot;
q: Nietzsche irrte sich.
) preg )
p: A ist eine addquate Ubersetzung von 4"
q: Aund A'besitzen dieselben Wahrheitsbedingungen.
m) —(—pAgA(rAS)
p:  Die mathematischen Gesetze sind problematisch;
q: Die mathematischen Gesetze sind gewiss;
r: Die Gesetze der Logik sind problematisch;
s:  Die Gesetze der Logik sind gewiss.
n @EAqg)—>-raA-s
p:  Die Maxwellschen Gleichungen sind linear;
Die Maxwellschen Gleichungen sind homogen;
Im betrachteten Raum befinden sich Stréme;
Im betrachteten Raum befinden sich Ladungen.

Der Weg ist das Ziel.

q:
r:
st
png
p:  Der Weg ist der Weg;
q:

p) P

p:

Jenseits der Kastanien ist alles, was man sagen kann,
falsch.

. a) Die Erde ist rund. Also: Wenn die Erde eine Scheibe ist, dann

ist die Erde rund.
b) Die Erde ist rund. Also: Wenn die Erde nicht rund ist, dann ist
7 kleiner als 5.
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¢) Es nicht der Fall, dass ein Weltkrieg ausbricht, wenn alle (b) Ubersetzung:
Menschen gleichzeitig niesen. Also: Wenn ein Weltkrieg aus- (b.1) pVvyq
bricht, niesen alle Menschen gleichzeitig. (b.2") por
4. “Es ist nicht der Fall, dass 4 und nicht B> kann ohne groRe (b'3:) q=>r
Schwierigkeiten in —(4' A —B’) libersetzt werden. Angenommen (b.4") r . )
nun, A' — B'ist wahr (bzgl. der bei der Ubersetzung verwendeten p: Gott hat den gesamten Lauf der Welt bereits mit

der Schopfung festgelegt;

Bewertung). Da 4" — B'F=aL —(4" A —B’), muss in diesem Fall ) Ao e .
auch —(4’ A —B') wahr sein. Weil letzteres eine addquate Uber- a: Gott greift standig in das Weltgeschehen ein;
setzung von ‘Es ist nicht der Fall, dass 4 und nicht B’ ist, muss r Gott ist an allem schuld.
also auch dieser Satz wahr sein. Wenn nun die angegebene Ar- Wie die folgende Wahrheitstafel zeigt, ist das Argument (a) aus-
gumentform giiltig ist, und die Prémisse wahr, dann muss auch sagenlogisch giiltig:
die Konklusion wahr sein. Das heifit: Wenn 4’ — B’ wahr ist, p q r PAg por g r
dann muss auch ‘Wenn A4, dann B’ wahr sein.
W oW W w w w | w]
Losungen zu Kapitel 16 W W F W F F F
1. (a), (b), (d) und (e) sind wahr, (c) und (f) falsch. W F W F W W W
2. (a) Ubersetzung: W F F F F W F
@l)  pAg—-—r F W W F s w w
@2) r F W F F W F F
@3) b F F W F w wo|w
p: Gott ist giitig;
q: Gott ist allméachtig; F F F F " W F
r Es gibt Leiden in der Welt. -
L . o . (c¢) Ubersetzung:
Wie die folgende Wahrheitstafel zeigt, ist das Argument (a) nicht ,
aussagenlogisch giiltig: (c.1) PAGT
geriogiseh guitis: 2)  —r
p q r pAqg —> —r|r | —p A —q (c.3") q
(c4) p
wowew w F F Wl F F p: Gott existiert wirklich;
W W F w W W|F F F p: Gott existiert im Verstand;
W F W F | Y w !l F F | r Es kann etwas GroBeres als Gott gedacht werden.
Wie die folgende Wahrheitstafel zeigt, ist das Argument (c) aus-
W F F F W F F F sagenlogisch giiltig:
F W W Fo|w w|lw F|F
F W F F A\ F A\ F F
F F W Folw wlw w|w
F F F F W F W W W
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p q r —pAqg —> r |—=r| q p (a) Ubersetzung:
@@ly p
W W W F W F| W | W (a.2") q
W W F F | W W | W | W p: Ich denke;
W F W F W F F lw q: Ich existiere.
Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument (a)
woF F Fow Wi Fw nicht aussagenlogisch giiltig:
F W W W W W|F| W |F 1 » A
F W F W F F W[ W |F
2. q A
F F W F W F F F
F F F F W Wil F | F (c) Ubersetzung:
c.l’ -
3. (a) s"iehe ndchste Seite. Ec.2’; Z N q_‘r
(b) Ubersetzung: (c.3) —F—> g
(b.1) —(p < —p) (c.4" —p
(b.2") —p—>q p: Materialisten haben Recht;
(©.3") r— =g A—p q: Es existieren nur materielle Gegenstéinde;
(b.4") —r r: Es gibt Uberzeugungen;
p: Menschliches Handeln ist determiniert; s: Materialisten haben Uberzeugungen.
q: Menschliches Handeln ist zufallig; Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument (c)
r Menschliches Handeln ist frei. nicht aussagenlogisch giiltig:
Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument (b) aus- 1.V Pq A
sagenlogisch giiltig:
2.\ q—> —r A
3. —r — =S A
2.V - —>q A
4. A
3.V r—> —gA—p A

/\ 5. 6. (1)
5. —arp O i / \

X 7. —q (6) 7. —q (2)

—p (6) X
P / \

X X
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(d) Ubersetzung:

(d.1") pVvq

2y p

(d.3") —q

p: Frege wurde in Wismar geboren;
q: Frege wurde in Weimar geboren.

Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument (d)
nicht aussagenlogisch giiltig:

1.V pVvq A
2. D A
4. p 5. q €))

(e) Ubersetzung:
(e.1) —(p < q)
(e.2") r<>—p
(e.3") p—> s

(e.d") s—q

(e.5") r>tA—q

(e6) p

p: Der Graf ist der Morder;

q: Die Kd&chin ist der Morder;

7 Das Graf war im Garten;

s Die Mordwaffe ist ein Messer;
t: Die Kochin war im Garten.

Wie der Wahrheitsbaum auf der nichsten Seite zeigt, ist das Ar-
gument (e) aussagenlogisch giiltig:

1.V —(p < q) A
2.V r<>—p A
3. s—>q A
4.\ r—>tA—gq A
5. —p A
p/9. “p (1)
—q 10. q (1)
11. r 13. —r 2)
12. —p 14 ——p 2)

S '
15, — 16N taA—g (4)
x 17 t (16)
18. —q (16)

X

4. Wenn A ein Liigner wére, wire der von ihm geduBerte Satz

»Wenn ich ein Wahrsager bin, dann ist B ein Liigner* falsch, also
wire in diesem Fall der Satz ,Ich bin ein Wahrsager, und B ist
kein Liigner* wahr. Dieser Satz kann aber nur wahr sein, wenn A
ein Wahrsager ist. Aus der Annahme, dass A ein Liigner ist, folgt
also ein Widerspruch. D.h., A kann kein Liigner sein; er muss ein
Wabhrsager sein. Deshalb ist, was er sagt, wahr. Also ist B ein
Liigner. Wenn B sagt ,.Ich bin genau dann ein Wahrsager, wenn
C einer ist®, ist das also falsch. Wahr ist deshalb der Satz ,,Wenn
B ein Wahrsager ist, ist C ein Liigner, und wenn B ein Liigner ist,
ist C ein Wahrsager*. Also ist auch C ein Wahrsager.

. Angenommen, jemand tut etwas, was sich addquat mit ‘—(p v

—p)’ libersetzen ldsst. Wir iibersetzen ferner ‘die Welt geht unter’
mit ‘g’.
Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, gilt: —(p v —p) =ar ¢.
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1.V —(p v —p) A

2. —q A

3. —p )

4. —p (1)
X

Wenn Sie das beunruhigt, beweisen Sie, dass aus der angegebe-
nen Pramisse auch folgt, dass die Welt nicht untergeht!

Losungen zu Kapitel 17
Abschnitt 17.1

1.

2.

(a), (), (h), (k) und (p) sind Sétze von PL, Satzfunktionen sind
(a), (), (g), (h), (§), (k), (n), (p) und (q).

(a) ist ein atomarer Satz, (f) eine Subjunktion, (h) ein Allsatz, (k)
eine Adjunktion und (p) ein Existenzsatz.

Die freien Variablen sind unterstrichen:

g) G'xvVxG'x

7 Hz(anZ/\Hly_c)eHI)g

n) H?aaa v ———NxH *xxx — H xxx

Q  VHVAVYE Y AF Y AF ) AFy

In den Sédtzen (a), (f), (h), (k) und (p) gibt es naturgemal keine
freien Variablen.

Nein. In einem Satz von PL kann keine Variable frei vorkommen.
In einer Satzfunktion dagegen wire das moglich.

. a) H’bby

b) FlanH'a

¢) Fla &»F'av G?xa

d) —3x(G'xv H*ab)v F'a
e) VyF yxa

0 VyFiyya

g) F’bb

h) VyF?yb
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Abschnitt 17.2

1. (a) ist wahr bzgl. /;; denn 5 ist groBer als 2.
(b) ist wahr bzgl. /;; denn 1 ist keine gerade natiirliche Zahl, al-
so ist das Vorderglied der Subjunktion falsch.
(c) st falsch bzgl. I;; denn nicht alle geraden natiirlichen Zahlen
sind ungerade.
(d) ist wahr bzgl. I;; denn es gibt Primzahlen, die kleiner sind als
4.
(e) ist falsch bzgl. I;; denn es gibt eine natiirliche Zahl kleiner 1,
namlich 0.
(f) ist wahr bzgl. /;; denn es gibt eine Zahl x, ndmlich 0, so dass
fiir alle y gilt: y =y +x.
(g) ist falsch bzgl. I}; denn x kann nicht nur kleiner oder gréfBer
als y sein, sondern auch gleich grof3, wenn namlich x = y.
(h) ist falsch bzgl. [;; denn es gibt keine Primzahl, die grofer ist
als alle Zahlen.
(1) ist wahr bzgl. /;; denn wenn x durch y teilbar ist, ist x > y;
und in diesem Fall gibt es eine Zahl z mit y + z =x.
2. (a) G?ecn G?ca
(b) 3IxH'x
(c) VxGixc
(d) Vx(G*xc v F*xd)
(e) Vx(H'x—>3InH'yAG 2y)c))
3. Zum Beispiel:
D = die Menge aller Elefanten,;
F': ... istein Fisch;
G': ...istein Saugetier.
4. Hier die jeweils einfachste Losung:
Es gibt hochstens zwei Gegenstinde:  IxIyVz((z =x) v (z =Y)).
Es gibt genau zwei Gegensténde:  IxIyVz((z = x) <> =(z =y)).
Es gibt mindestens drei Gegensténde:
AxFyAz(—(x =y) A ~(x =2) A =(y = 2)).

Losungen zu Kapitel 18

1. (a), (c), (d) und (e) sind wahr, (b) und (f) falsch.
2. [I1ist ein Gegenbeispiel gegen (a) und (d).
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3. Zum Beispiel: Wabhrheitsbaum fiir (a):
a) D = die Menge aller Fahrrader;
) e rodil. 1V —((F'a—IF'x) > F'a)< F'a) A
b) D = die Menge aller Philosophen; / \
a: Plato; . ; . . . .
b Sokrates: 2N (Flams3xF'x)»F'la 4N —((F'a>3xF'x)>F'a) (1)
F?: ... istder Schiiler von ---. 3. —F'a 5 Fla )

¢) D = die Menge aller Schauspieler; 10. Fla— 3xF'x (4)
F?: ... ist bekannter als -—-. |

d) D = die Menge aller Staaten; 1. —Fa )
Schweiz; X

a:
F?: ... befindet sich im Krieg mit ---.

6. —(F'lan3axF'x) 7. F'a (2)
4. Zum Belsplfﬂ.: 8. Fla (6) X
a) D = die Menge aller Beeren; .
F': ... isteine Himbeere. 9. —IxF X (6)
b) D1 = die Menge aller Vogel; X
AR Wahesum i ()
c¢) D = die Menge aller Menschen; 1V —@x(F'x A G'x) v I(=F'x A=G'x) A
a:  Kurt Godel; 2.\ —3x(F'x A G'x) (1)
F?* ... ist verheiratet mit ---. 3 CAx(F Y AG lx) 1
d) D = die Menge aller Stidte; '
F?: ... hat mindestens doppelt so viele Einwohner wie --- 4. Vx—(F'x A G'x) (2)
5. Vax—(—F'x A=G'x) (3)
Losungen zu Kapitel 19 6.\ ~(F'a » G'a) )
1. (@) “(F'a > 3xF'x) > F'a) & F'a ist logisch wahr. Wahr- 7. —~(—F'a An—=G'a) (5)

heitsbaum siehe nichste Seite.
(b) “Ix(F'x A G'x) v Ix(—F 'x A =G 'x)’ ist nicht logisch wahr. / \

Wabhrheitsbaum siehe néchste Seite. 8. —Fla 9. —G'a (6)
(c) “IVW(F'y - (G'x — F'y)) ist logisch wahr. Wahrheits-

baum siehe iibernéchste Seite. / \
(d) “Vx(F'x v G'x) > VxF'x v VxG 'x’ ist nicht logisch wahr. 10. ——F'a 11. ——=G'a (7)

Wahrheitsbaum siehe néchste Seite. X 2. G'a (11)

(e) ‘Ix(F'x v G'x) » IxF'x v 3xG 'x* ist logisch wahr. Wahr-
heitsbaum siche iibernéchste Seite.
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Wabhrheitsbaum fiir (c):
1.V —IVY(F 'y > (G'x > F'y)) A
2. Vx—Vy(F'y - (G'x > F'y)) (1)
3. —Vy(F'y > (G'a—F'y)) ()
4. FIy—(F'y > (G'a—> F'y)) (3)
5.4 —~(F'b > (G'a— F'b)) 4)
6. F'b (5)
7. —~(G'a—>F'b) (5)
8. G'a (7
9. —F'b (7

X

Wabhrheitsbaum fiir (d):
1.V —(Vx(F'x v G'x) > VxF 'x v VxG 'x) A
2. Vx(F'xv G'x) (1)
3.V —(VxF'x v VxG 'x) (1)
4. —VxF'x 3)
5.4 —VxG 'x (3)
6.\ Ix—F 'x 4)
7. Ix—G 'x (5)
8. —F'a (6)
9. ~G'b (7
10. V FlavG'a ()
11. F'a 12. G'a (10)
X 13 F'bvG'b )

e

N
14.  F'bp 15.  G'» (12)

X
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Wahrheitsbaum fiir (e):
1.V —(Ax(F'x v G'x) > 3xF 'x v 3xG 'x) A
2.V Ix(F'x v G'x) (1)
3.V —(3xF 'x v 3xG 'x) (1)
4.\ —3xF 'x (3)
5.4 —3xG 'x (3)
6. Vx—F 'x 4)
7. Vx—G 'x (5)
8.V FlavG'a (2)
9. —F'a (6)
10. —-G'a (7
11. F'a 12. G'a (8)

X X
2. (a) Die Aussage ‘=p. F'a <> IxF'x’ ist falsch.
Gegenbeispiel:
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;
?7- b 2’ ist eine ungerade natiirliche Zahl.
(b) Die Aussage ‘F'a v F'b Ep (F'la—> F'b) - F'b ist
wahr.

(c) Die Aussage ‘Vx(F'x > G'x), F'a =p G'a’ ist wahr.

(d) Die Aussage ‘Vx(F'x - F'a) bEp VxF'x —> F'a’ ist
wahr.

(e) Die Aussage ‘Vx(F'a — F'x) F=p F'a — VxF 'x’ ist wahr.

Wabhrheitsbaume fiir (b)—(e) auf den néachsten beiden Seiten:

(f) Die Aussage ‘IxVyF xya Ep. —VxIy—F axy’ ist falsch.

Gegenbeispiel:

D = die Menge der natiirlichen Zahlen;
a. 0

F*: Das Produkt von ... und --- ist «xx.
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Wahrheitsbaum fiir (b):
1.V F'lav F'b
2. —((F'a>F'b)> F'b)
3. Fla—F'b
4. —F'b
/ \ X
7. —F'a 3)
X X
Wabhrheitsbaum fiir (¢):
1. Vx(F'x > G'x)
2. F'a
3. -G'a
4.\ Fla> G'a
\
5. ﬁFla/ 6. G'a
X X
Wahrheitsbaum fiir (d):
1. Vx(F'x > F'a)
2. —~(VxF'x > F'a)
3. VxF 'x
4, —F'a
5. F'a
X

2
2

(M

()

(4)

2
2
3)
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Wahrheitsbaum fiir (e):

1. Vx(F'a— F'x) A
2. —~(F'a—> YxF'x) A
3. F'la ()
4. —VxF 'x ()
5.V Ix—F 'x 4)
6. —F'b

7N Flas F'b (1)

\
8. ﬁF‘a/ 9. F'b (7)
X X

(g) Die Aussage ‘Ix(F'x A G'x) A3x(G'x A H'x) F=pL
Ix(F 'x A H'x)’ ist falsch.

Gegenbeispiel:
D = die Menge aller Tiere;
F': ... istein Hund;
G': ... istein Sdugetier;
H': .. isteine Katze.

(h) Die Aussage ‘VxVy(F’xy — —F’yx) Ep Vx—F2xx’ ist
wahr.

Wahrheitsbaum :
1. VXVy(F *xy — —F yx) A
2.V —Vx—F ?xx A
3.V Ix——F 2xx (2)
4. ——F'aa (3)
5. VY (Fay — —F*ya) (1)
6.\ y*\ ®)
5. —F'aa 6. —F'aa (6)
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(i) Die Aussage ‘VxVyVz(F’xy A F’yz — F’xz), Vx—F*xx
=p. —Vx3yF 2xy’ ist falsch.
Gegenbeispiel:
D = die Menge der ganzen Zahlen;
F?: .. ist groBer ---.
(j) Die Aussage ‘=p. Vx(IyF >xy — IyF >yx)’ ist falsch.
Gegenbeispiel:
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;
F?. ... istkleiner als -—-.

Losungen zu Kapitel 20

1. Im Folgenden sei t eine Individuenkonstante, die in 4, B, C und
E nicht vorkommt.

T*11 Vol > B), Va(B — C) b Ya(d — C)

1. Vo4d—B) Ann.
2. VYouB—->C) Ann.
3. Vo4 — B)—> ([415— [BlY) A4
4. VaB— C)— (B~ [CIY) A4
5. [Al&— [B]S MP (1, 3)
6. [BIL— [CLL MP (2, 4)
7. [Ala— [Cla AF (5, 6)
8. ([Mla—I[Cl) —» (C—>O) - (4la—~[Cl) Al
9. (C> O - (4la— [CR) MP (7, 8)
10. (C>C)—>Vai4d >0 HG (9)
1. C->C TT
12. Vo4 —> C) MP (10, 11)
T*12b Fpx Vod A VaB Fpx Yo(d A B),

1. Vod AVoB Ann.
2. Vod — [A]5 A4
VoB — [B]S, A4
Vod AVaB — [AlGA [BIL AF (2,3)

T*13b Fpx

T*15

T*16b

S A R e

|_PK

el

|_PK

Nk -
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Vad AVoB — Yo(d A B) HG (4)
Va(d A B) MP (1, 5)
Jad v IaB — Jo(4 v B),
dh.Fpx —Voa—4 v —Va—-B — —Va—(4 v B)
Vo—(4 v B) = —([A1% Vv [BIY) A4
Vo—(4 v B) = —[A]5, AF (1)
Va—(4 v B) > Yoa—4 HG (2)
Vo—(4 v B) > —[B]§, AF (1)
Va—(4 v B) > Ya—B HG (4)
Va—(4 v B) > Voa—4 A Va—B AF (3,5)
Va—(4 v B) > —(=Vo—4 v =Vo—-B) AF (6)
—Va—4 v -Va—-B - —-Va—(4 v B) AF (7)
Yod v VoaB — Ya(d v B)
Vod — [A]5 A4
VoB — [B]g, A4
Vod v VaB — [A]5 Vv [BlL AF (1,2)
Vad v VoB — Ya(4 v B) HG (3)

Jod > E Fpx Vo(d - E),
d.h. -Va—4 - E Fp Vo4 > E)

—Voa—4 > F Ann.
Vo—A4 — —[A]% A4
Voa—d4 — ([4]5 = E) AF (2)
Va—4 = Vo(d - E) HG (3)
E— (Al - E) TT
E—>Yad > E) HG (5)
(=Va—4 > E) > Va4 > E) AF (4, 6)

Vo(d — E) MP (1, 7)
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T*17b e (Vod — E) — Jod — E),

2.

1. Va—(4d—>E)—> (45— [E]D) A4
2. Va—~(4d - E)— [4]} AF (1)
3. VYo—(A4—>E)—> Vad HG (3)
4. Vo—A4d—>E)—>—-E AF (1)
5. Vo—A—>E)—> —~(Vad > E) AF (3, 4)
6. (Yod —>E)—> Vo4 —>E) AF (5)

Wie die folgende Ableitung zeigt, konnte man ohne die Be-
schrinkung z.B. aus dem harmlosen Satz ‘F'a A —F'b’ den Wi-
derspruch ‘F'a A —F'a’ ableiten.

1.  Fl'aan—=F'bp Ann.
2. Flas—F'p AF (1)
3. Fla— Vx-F'x HG (2)*
4. Vx—F'x > —F'a A4
5. F'a»—F'a AF (3, 4)
6. —F'a AF (5)

7.  Fl'an-F'a AF (1, 6)
a) Sei t eine Individuenkonstante, die in 4 und D nicht vor-

kommt, dann ist das Folgende eine Ableitung von 4 — VoD aus
Yo(d — D).

1. Yo(d - D) Ann.
2. Voa(4d = D) — (4 — [D]Y) A4
3. A— [D] MP (1, 2)
4. A — YoD HG (3)
Also gilt:

@) Vo(d > D) F=ax 4> VaD.
Hieraus ergibt sich durch einmalige Anwendung des Dedukti-
onstheorems AS.

b) Angenommen, mit der Regel (G) wird von [D]g auf VoD
geschlossen. In diesem Fall kommt 7 in den Prdmissen der Ablei-
tung (falls vorhanden) und in D nicht vor. Sei nun C ein Satz von
PL, in dem 1 ebenfalls nicht vorkommt, dann ist das Folgende ei-
ne Ableitung von VoD aus [D]5:
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L. [DI% Ann.
2. [D]E— (C— (C— O) = [DIY) Al
3. (C>(C—0)— DL MP (1, 2)
4. (C>(C— Q) > VoD HG (3)
3. C>(C->0 Al
6. VoD MP (4, 5)

¢) Angenommen, mit der Regel (HG) wird von 4 — [D]5, auf
A — VoD geschlossen. In diesem Fall kommt t in den Prdmissen
der Ableitung (falls vorhanden) sowie in 4 und D nicht vor. Es
gilt also 4 — [D]5, = [4 > D]&; und deshalb ist das Folgende

eine Ableitung von 4 — VoD aus 4 — [D]&:

1. A— [D]§ Ann.
2. Yo(d - D) G (1)
3. Vo(d - D) — (4 — VYoaD) A5
4 A— VoD MP (2, 3)

Losungen zu Kapitel 21

1. a) VxFlax
D = die Menge aller Menschen;
a: Hans;
F* .. liebt .

b) VxF’xa

Interpretation wie bei a).
¢) —Vx(F'x = G'x)

D = die Menge aller materiellen Dinge;
F': .. glinzt;
G': ... istGold.

d) Vx(F'x > =G 'x)
D = die Menge aller Hunde;
F'' .. bellt;
G': ... beibt.

e) Vx(F'x > —=G'x)
D = die Menge aller Lowen;
F'' .. schlift;
G': ... ist gefihrlich.
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f) Vx(F'x > Vu(G'y AH'y > Fxy))

D = die Menge aller Lebewesen,;
F': ... istein Mensch;
G': ... istein Hund;
H': ... istklein;
F? ... mag--.
Bzw

VXV(F'x > (G'y AH'y > Fxy))
Interpretation wie bei f).

Bzw.
VxVy(F'x AG'y A H'y - F?xy)
Interpretation wie bei f).

g) VxVy(Fxy — G xy)
D = die Menge aller Menschen;
F?* ... ist mit --- befreundet;
G?*: ... kennt -

h) Vx(F'x = F*xa A F*xx)
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;

a: 1;
F': ... isteine Primzahl;
F?* ... istdurch --- teilbar.

i) Vx(F'x > (F*xa - G 'x))
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;
a: 2;

F': ... isteine Primzahl;

G': ... istungerade;

F?. ... ist groBer als ---.
Bzw.

Vx(F'x A Fixa — G 'x)
Interpretation wie bei 1).
i) VxF'x - —VxG 'x
D = die Menge aller Raben;
F': ... istschwarz;
G': ... istweiB.
K) VxVyVz(F xyz — F2xy A F*xz)
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;
F?: ... ist groBer als ---;
F3: ... ist die Summe von --- und s«
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1) Vx—(F*xa A G*xa)
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;

a: 1;

F? ... ist groBer als ---;

G?* ...istkleiner als ---.
Bzw

—3x(F *xa A G*xa)
Interpretation wie bei 1).
m) Ix(F 'x A F2ax A V9(G *ya — F *yax))

D = die Menge aller Menschen und aller materiellen
Gegenstinde;

a: Hans;

F': ... istein Haus;

F?: ... ist der Eigentiimer von ---;

G?* ...istein Nachbar von ---;

F?: ... beneidet --- um s«

n) 3xF'x - —VxG 'x
D = die Menge aller Schwéne;

F': ... istschwarz;
G': ... istweiB.
0) VxVy3dzF zxy
D = die Menge der rationalen Zahlen;
F3: .. liegt zwischen --- und xsx.

p) VxVy(F ny © JzF 3xyz)
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;
F?*: ... istdurch --- teilbar;
F?: ... ist das Produkt von --- und sss.
qQ) VxV(F*xy » —(G*xy <> F'x AF'y))
D = die Menge aller Menschen;

F': ... istungliicklich;
F?* ... ist mit --- verheiratet;
G?* ... und --- licben sich.

. Weil Satz (1) nicht behauptet, dass die Viter aller Schweden eben-

falls Schweden sind.
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3. a)
b)
c)
d)

Erste Lesart: Vx(H'x > F'x A G'x)
Zweite Lesart: Vx(F'x AH'x - G'x)
D = die Menge aller Menschen;

F': .. isteine Frau;
G': ... istgroB;
H': ...istals Schornsteinfeger geeignet.

Erste Lesart: Vx(F*ax — F'x A G 'x)
Zweite Lesart: Vx(F?ax A F'x = G 'x)
D = die Menge aller Menschen;

a: Anna;

F': ... istFleisch;

G': ... stammt aus artgerechter Tierhaltung;
F? ... isst-—.

Erste Lesart: Ix(F'x A YY(G'y - F*yx))
Zweite Lesart: VWG 'y — 3x(F'x A F*yx))
D = die Menge aller Zellen;

F': ... isteine ektodermale Vorliuferzelle;
G': ...isteine Nervenzelle;
F?* ... entwickelt sich aus ---.

(G 'x A G2ax) AVY(E 'y = F?xy))
Y(F'y — 3x(G'x A GZax) A F7xy))

Erste Lesart:
Zweite Lesart:

D = die Menge aller Menschen, Biicher und Themen;
a: Bertrand Russell;

F': ...istein philosophisches Thema;

G': ... istein Buch;

F?% ... handelt von ---;

G?: ... hat - geschrieben.

Losungen zu Kapitel 22

1. (b), (d), (e) und (g) sind wahr, (a), (c) und (f) falsch.

2. (a) Ubersetzung:
(a.1" Vx(F'x = G 'x)
(a.2) —3x(—G 'x A F'x)

D = die Menge aller Argumente;
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A

A
2)
€)
“4)
(4)
(1

(7

F': ... istschliissig;
G': ... istgiltig.
Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument giiltig:
1. Vx(F'x > G 'x)
2.V ——3x(=G 'x A F 'x)
3.V Ix(=G 'x A F'x)
4. ~G'anF'a
5. —-G'a
6. F'a
7N Fla—>G'a
/ \
8 —F'a 9 G'a
X X
(b) Ubersetzung:

(b.1) Vx(F'x > G 'x)
(b.2") Vx(3y(F 'y A szy) — WGy szy))

D = die Menge aller Tiere und aller Teile von Tieren;
F': .. istein Pferd;

G': ... istein Tier;

F?. ... istein Kopf von ---.

Wie der Wahrheitsbaum auf der nichsten Seite zeigt, ist das Ar-

gument giiltig.
(c) Ubersetzung:
(c.1) Vx3yF 2yx
(c.2) IYVxF *yx
D = die Menge aller Ereignisse;
F?. ... verursacht ---.
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Dieser Fehlschluss diirfte inzwischen bekannt sein. Gegenbei-
spiel:

D = die Menge der natiirlichen Zahlen;

F?. ... ist groBer als -——-.
Wabhrheitsbaum fiir (b):
1. Vx(F'x > G 'x) A
2.V —Vx@@y(F 'y A F2xy) = 3G 'y A F2xy)) A
3.V Ix—=(Fy(F 'y A szy) - WGy A szy)) 2)
4.\ —(3(F 'y A F?ay) » 3G 'y A F2ay)) (3)
5.V I(F 'y A any) 4)
6.\ —3ANG 'y A Flay) 4)
7.\ F'b A F%ab (5)
8. F'b (7
9. F?ab (7)
10. Vy—(G'y A F2ay) (6)
1.V —(G'b A F?ab) (10)
12.V F'b—>G'b (1)
/ \
13. —F'b 14. G'b (12)
X
15. =G's 16. —F?%ab (11)
X X
(d) Ubersetzung:

(d.1") IyVa(—F *xx — F*yx)
(d.2" IxF *xx

D = die Menge aller Ménner von X;
F?. ... rasiert ---,

Wie der Wahrheitsbaum auf der néchsten Seite zeigt, ist das Ar-
gument giiltig:
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1.V IV (=F 2xx — F2yx) A
2.V —3xF 2xx A
3. Vx(—F *xx — Fax) (1)
4. Vx—F 2xx (2)
5.V —F?*aa — F*aa 3)
6.\ —F?aa 4)
/ \
7. ——Faa 8. F?aa (5)
X X

(e) Ubersetzung:
(e.1") Ix(F 'x A F*xa)
(e.2") Vx(F'x > G 'x)
(e3)  IG'x
D = die Menge aller Zahlen;

a: 10;

F': ... isteine Primzahl;

G!': ... istein nicht-physikalischer Gegenstand;
F?: ... istkleiner als ---.

Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument giiltig:
1.V IxX(F 'x A F?xa) A
2. Vx(F'x > G 'x) A
3.V —3xG 'x A
4. F'b AF?ba (1)
5. F'b 4)
6. F?ba 4)
7N F'b—>G'b ()
8. Vx—G 'x (3)
9. -G'b (8)

/ \
10. —F'b 11. G'b (7)

X X
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(f) Ubersetzung: 3. Alle Bewohner von X fiirchten den Morder. Wenn der Morder
(f1") VxX(F'x A3N(G 'y A FPxy) = 3(H 'y A Gxy)) also ein Bewohner von X ist, dann fiirchtet er sich selbst. Tat-
(f.2") Vx(H 'x > =K 'x) séchlich ist der Morder ein Bewohner von X, denn er wohnt ja in
(£.3) —VxK 'x der Marktgasse, in der Altstadt von X. Also fiirchtet der Morder
D = die Menge aller Menschen, aller farbigen Dinge und sich selbst. Angeblich fiirchtet der Morder jedoch nur die Kom-

aller Erfahrungen; missare Miiller und Meier. D.h., einer von diesen muss der Mor-
F': ... istein Mensch; der sein. Kommissar Miiller kann es nicht sein, denn der Morder
G': ... ist farbig; wohnt nicht im selben Haus wie Kommissar Miiller. Also ist
H': ... isteine Farberfahrung; Kommissar Meier der Morder. Da der Morder in der Marktgasse
K': ... kann wissenschaftlich untersucht werden; 27 oder 29 wohnt, aber nicht im selben Haus wie Miiller, d.h.
F2  sieht - nicht in Hausnummer 27, wohnt Kommissar Meier, der Morder,
G2 hat -—-. in der Marktgasse 29.

Das Argument ist nicht giiltig. Gegenbeispiel:
D = die Menge der natiirlichen Zahlen;

F': ... ist gerade;
G': ... istungerade;
H': ... istkleiner als 0;
K': ... ist groBer oder gleich 0;
F?: ... istidentisch mit ---
G?: ... ist groBer als ---.
(g) Ubersetzung:

(g.1") —3x(F 'x A =3yFyx) > Fla A —3yF*ya
(g.2") Ix(F 'x A —TyF 2yx)

D = die Menge aller Regeln und Ausnahmen;

a: die Regel ,,Es gibt keine Regel ohne Ausnahme*

F': ... isteine Regel;
F?: ... isteine Ausnahme fiir ---.
Wie der folgende Wahrheitsbaum zeigt, ist das Argument giiltig:
1.V —3x(F 'x A =3yF*yx) > Fla A —3yF*ya A
2.V —3x(F 'x A =3yF *yx) A
/ \
3. ——3x(F 'x A =3pF *yx) 4. F'an—3yF?ya (1
X 5. Vx—(F'xna —|EIyF2yx) 2)

6. —(F'an—=3yF%ya) (5

X



