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1 Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe und Definitionen eingefiihrt, um mathe-
matische Sachverhalte moglichst prézise ausdriicken zu kénnen.

1.1 Mengen

Eine formale Definition des Mengenbegriffs wiirde den Rahmen dieser Vorlesung deutlich
sprengen; stattdessen schliefen wir uns GEORG CANTORs! Auffassung einer Menge an:

,Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,Elemente’ von M genannt werden) zu einem Ganzen.“

Die einfachste Moglichkeit eine Menge anzugeben ist die Aufzéhlung sémtlicher Elemente.
Hierbei werden geschweifte Klammern zur Begrenzung einer Menge verwendet. So ist
beispielsweise

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} eine Menge von Zahlen,

B = {Eiche, Birke, Tanne, Kiefer, Ahorn} eine Menge von Baumen.
Wollen wir nur diejenigen Elemente einer Menge auswéhlen, die eine Bedingung erfiillen,
so bieten sich folgende Schreibweisen an:

G ={a € A| a ist eine gerade Zahl} = {a € A: b ist eine gerade Zahl} = {2,4,6, 8,10},
L ={be B|bist Laubbaum} = {b € B: b ist Laubbaum} = {Eiche, Birke, Ahorn}.
Oft ist eine Auflistung sdmtlicher Elemente nicht moglich, etwa weil eine Liste zu um-

fangreich oder gar unendlich ist. Wenn keine Missverstandnisse auftreten kdnnen, so ist
eine Schreibweise mit Piinktchen moglich, z.B.

O = Menge aller Obstsorten = { Apfel, Birne, Weintraube,. .. },
U = Menge aller positiven ungeraden Zahlen = {1,3,5,7,...}.

Element einer Menge zu sein, wird mit dem Zeichen “€” ausgedriickt. Nicht Element
einer Menge zu sein, wird mit dem Zeichen “¢” ausgedriickt. Es gilt

Orange € O, Champignon ¢ O,
5eU, 22¢ U.

Eine Menge A heiftt Teilmenge einer Menge B — in Zeichen A C B — falls jedes Element
aus A auch Element in B ist. Z.B. ist die Menge aller Sdugetiere eine Teilmenge der

!siche: [Can97], dt. Mathematiker (1845-1918), gilt insbesondere als Begriinder der Mengenlehre
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Menge aller Wirbeltiere. Mit dem Symbol “()” wird die leere Menge bezeichnet. Sie ist
die einzige Menge, die kein Element enthélt. Diese Menge kommt sehr haufig vor, z.B.
gilt

{b€ B | bist keine Pflanze } =0 = {u € U |u ist eine negative Zahl}.

1.2 Zahlenbereiche und Intervalle

In naturwissenschaftlichen Anwendungen treten verschiedene Mengen an Zahlen auf,
etwa als Ergebnis von Messungen, z.B. die Anzahl an Bakterien in einer Kulter (N),
die Konzentration einer Kochsalzlosung (Q) oder der Winkel zwischen Bléttern einer
Pflanze (R)2.

In der Mathematik haben sich folgende Schreibweisen fiir hdufig auftretende Mengen von
Zahlen eingebiirgert:

N=1{1,2,3,4,...} = Menge der natiirlichen Zahlen,

Z={0,-1,1,-2,2,...} = Menge der ganzen Zahlen,

Q= {p: pEL,q€E N} = Menge der rationalen Zahlen,
q

R = Menge der reellen Zahlen.

Die reellen Zahlen lassen sich nicht wie die iibrigen Zahlbereiche auflisten. Man kann sich
R vorstellen als Menge aller Punkte auf der Zahlengeraden:

Man kann elementar beweisen, dass v/2 eine reelle Zahl, jedoch keine rationale Zahl ist.

Es gilt
NcZcQcR

und keine dieser Mengen stimmen tiberein.

Haufig werden wir nur spezielle Teilmengen der Zahlengerade — sogenannte Intervalle —
betrachten:

Definition 1.1 (Intervalle). Seien a,b € R. Definiere

[a,b] = {z € R|a <z und z < b}, (a,b) ={zx € R|a <z und x < b},
[a,b) ={x € R|a <z und x < b}, (a,b] ={z € R|a < x und z < b},

sowie die unbeschrankten Intervalle

[a,00) ={z € R|a < z}, (—00,a) ={z € R|z < a},
(a,00) ={z € R|a < z}, (—o00,a] = {x e R|z < a}.

2Siehe Abschnitt 1.2.4 in [ESS14]
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Wir nennen Intervalle der Form [a, b] abgeschlossen und Intervalle der Form (a, b) offen.
Des Weiteren bezeichnen wir Intervalle des Typs (a, b] als linksoffen und Intervalle des
Typs [a,b) als rechtsoffen.

Bemerkung 1.2. Zur Veranschaulichung unterscheiden wir drei Félle fir a,b € R.

Fall 1: Falls a < b, so sind Intervalle Abschnitte der Zahlengerade, welche durch a und b
begrenzt werden. Die eckige Klammer symbolisiert, dass das jeweilige Ende Teil
des Abschnitts ist, d.h. a € [a,b), b € (a,b] und a,b € [a,b]. Die runde Klammer
hingegen bedeutet, dass das jeweilige Ende nicht Teil des Abschnitts ist. Es gilt

(a,b) C [a,b) C [a,b] und (a,b) C (a,b] C [a,b].
Fall 2: Falls a = b, so gilt [a,b] = [a,a] = {a} und

(a,b) = (a,a) = [a,b) = [a,a) = (a,b] = (a,a] = 0.
Fall 3: Falls a > b, so gilt (a,b) = [a,b] = (a,b] = [a,b) = 0.

1.3 Operationen mit Mengen

Definition 1.3. A, B seien zwei Mengen. Dann definieren wir

ANB={z |z € Aund z € B} genannt Durchschnitt von A und B,

AUB={z | x € A oder z € B} genannt Vereinigung von A und B,

A\B={z |z € Aund z ¢ B} genannt Differenz von A und B,

Ax B=A{(r,y) | r€ Aund y € B} genannt Produktmenge von A und B.
Bemerkung.

— ,oder* im mathematischen Sinne ist kein exklusives ,oder; es konnen auch beide
Eigenschaften gleichzeitig gelten. Préziser: Es gilt stets (AN B) C (AU B).

In der Menge A x B bezeichnet (x,y) das geordnete Paar der Elemente x € A und
y € B.

~ Wir verwenden die Notation R? = R x R = {(z,y) | =,y € R} und definieren
induktiv den Koordinatenraum der d-Tupel durch R? = R4 x R fiir d > 2.

— Zwei Mengen A, B werden als disjunkt bezeichnet, falls sie keine gemeinsamen
Elemente haben, d.h. AN B = (.

1.4 Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde (ein Satz), dem in eindeutiger Weise genau einer
der beiden Wahrheitswerte “wahr” und “falsch” zugeordnet werden kann, eine Aussage
ist entweder wahr oder falsch. Es werde ein Tier betrachtet. Beispiele fiir Aussagen sind
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Grafik 1.2: Wir werden sehr h3ufig der
:|: [1,3]x[1,2] Zahlenebene R? =R x R
X

begegnen. Teilmengen von R? sind dann

anschaulich Teilflaichen der Ebene und ge-

ordnete Paare (x,y) € R? sind Punkte in
* der Ebene.

B R— S

dann:

F = Das Tier ist ein Fisch,
S = Das Tier ist kein Sdugetier,
W = Das Tier lebt ausschliefllich im Wasser.

Wenn A und B irgendwelche Aussagen sind, dann bedeutet der Implikationspfeil
A= B,

dass B dann wahr ist, wenn A wahr ist. Man nennt B dann notwendig fir A oder A
hinreichend fiir B.

Mit den obigen Aussagen gilt etwa F' = W und auch F' = S. Es gilt jedoch weder
W = S noch S = W.

Allgemein bedeutet der Aquivalenzpfeil
A < B,

dass die Aussage A genau dann wahr ist, wenn die Aussage B wahr ist; man nennt A
und B auch dquivalent. Z.B. gilt fiir jede Zahl z € R

r>b5 «— —xr< -5,

Vorsicht: Den Aquivalenzpfeil nicht missbrauchen! Z.B. ist die folgende Aussage offen-
sichtlich falsch: F' <= W. Insbesondere gilt diese Warnung fiir mathematische Aussa-
gen: x >3 <= 22> 9 ist falsch!
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1.5 Der Absolutbetrag

Der Absolutbetrag |x| einer reellen Zahl x ist definiert durch

2] x, falls = > 0,
€Tl =
—z, falls x <O0.

|x — y| ist der Abstand zwischen den Punkten z € R und y € R auf der Zahlengeraden.

Beispiel 1.4.

(i) z==2,y=3 |z -yl =[-2-3[=[-5] = =(=5) =5

x [x =yl

(ii) Wie schreibt man die Menge

1
— 2l < —
22| 3}

{x eR
als Intervall?
1

Losung: Wir schreiben die Bedingung |z — 2| < 3 mithilfe der Definition des
Absolutbetrags um.

Fall 1: z —2 >0« x > 2. Dann gilt

1
§>\m—2\:x—2 & %>:r.

Der erste Fall liefert also die Bedingung 2 < z < %, d.h. z € [2, %)
Fall 2: 2 -2 <0< 2 < 2. Dann gilt

1>| 2|=2 & >5
->r—2=2—x T > .
3 3

Der zweite Fall liefert also die Bedingung % <x<2,dh zxe (%, 2).
Die Kombination beider Félle liefert daher

5 7 57
936(3,2) 0derx€[2,3)<:>x€<3,3>,
1 57
Rlilx—2|/<=p=(=,2].
{:z:e | |<3} <3,3>

d.h.
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1.6 Abbildungen

Definition 1.5. Eine Abbildung f von einer Menge D in eine Menge M ordnet
jedem Element © € D — genannt Urbild — genau ein Element f(z) € M zu — genannt

Bild von .

Wir schreiben dafiir kurz f: D — M gefolgt von der Zuordnungvorschrift. Die Menge

D heifst Definitionsbereich von f und M heilst Wertevorrat von f.

Bemerkung. Eine Abbildung ist durch drei Angaben festgelegt: Definitionsbereich,
Wertevorrat und Zuordnungsvorschrift. Letztere wird oft auch Funktionsterm genannt.
Wir werden zukiinftig oft Eigenschaften wie Injektivitét, Differenzierbarkeit, Integrierbar-
keit etc. von Abbildungen untersuchen. Es ist dabei dringend erforderlich, Abbildungen
vollstdndig — d.h. mit allen drei Angaben — festzulegen.

Beispiel 1. (Der genetische Code®) Von 64 Nukleotid-Tripeln — bezeichnet als Kod-
ons — kodieren 61 fiir 20 verschiedene Aminosduren. Hierdurch wird eine Abbildung
G von der Menge der Kodons K in die Menge der Aminosaduren A erklért, in Zeichen

“Beispiel 1.8.1 [Ste04]

G: K — A

Die Liste der Aminosauren — also eine Auflistung der Menge A — sowie die Zuordnungs-

vorschrift von G: K — A findet sich in Grafik 1.3.3.

Aminosiure (engl.)

Code1 Code 2

alanine
arginine
aspartic acid
asparginine
cysteine
glutamic acid
glutamine
glycine
histidine

' isoleucine
leucine
lysine
methionine
phenylalanine
proline
serine
threonine
tryptophan
tyrosine
valine

Ala
Arg

Asp

Asn
Cys
Glu

Gln -

. Gly
His
Ile
Leu
Lys
Met
Phe
Pro
Ser
Thr
Trp
Tyr
Val

A

“<KSBunUTEMERC~RODQOoOEQZUX

st

Phe
Phe
Leu
Leu

Leu

Leu

Leu
Leu

Ile

Ile

Tle
Met

Val
Val
Val
Val

Ser
Ser
Ser
Ser

Pro
Pro
Pro
Pro

Thr

Thr
Thr
Thr

Ala
Ala
Ala

Ala

Tyr
Tyr
TC

“TC

His

His
Gln
Gln
Asn
Asn
Lys
Lys

Asp
Asp
Glu
Glu

Cys
Cys
TC
Trp

Arg
Arg
Arg
Arg

Ser

Ser

Arg

'Arg

Gly
Gly
Gly
Gly

[~
=
(=9

QP ad Qe Qg

QFQaac

Q= ad

Grafik 1.3: Die Liste der Aminosduren (links) und die Zuordnungsvorschrift der Abbildung

G: K — A in Form einer Tabelle (rechts).

3Seite 42f. in [Ste04]
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Definition 1.6 (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitét).

(i) Eine Abbildung f: D — M heift injektiv, wenn fiir alle 1, x9 € D mit 1 # x2
gilt: f(z1) # f(z2).

(ii) Eine Abbildung f: D — M heifst surjektiv, falls es zu jedem y € M ein x € D
gibt mit y = f(x).

(iii) Eine Abbildung f: D — M heifst bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch
surjektiv ist.

Bemerkung 1.7. Die Definitionen verdeutlichen die Wichtigkeit von Definitionsbereich
und Wertevorrat einer Abbildung beziiglich ihrer Eigenschaften. Wir wollen kurz die oben
definierten Begriffe kommentieren:

— Bei einer injektiven Abbildung f: D — W wird jedes Element y € W hochstens
einmal (d.h. ein oder kein mal) als Funktionswert der Abbildung f angenommen.
Es bilden also nie zwei verschiedene Elemente 1, z9 € D auf dasselbe Element des
Wertevorrats ab.

— Bei einer surjektiven Abbildung f: D — W wird jedes Element y € W mindestens
einmal als Funktionswert der Abbildung f angenommen. Zu jedem Element des
Wertevorrats y € W gibt es also mindestens ein Element des Definitionsbereich
x € D, sodass y als Funktionswert von x realisiert wird.

— Bei einer bijektiven Abbildung f: D — W wird jedes Element y € W genau einmal
als Funktionswert der Abbildung f angenommen. Somit gibt es zu jedem Element
des Wertevorrats y € W genau ein Element des Definitionsbereich x € D, sodass

y = f(z) gilt.

Grafik 1.4: Veranschaulichung einer injektiven (links), einer surjektiven (mitte) und einer
bijektiven (rechts) Abbildung.

Die linke Abbildung in Grafik 1.4 bildet die Menge D = {x1,z2, x5, x4} auf die Menge
W = {y1,v2,Y3, Y4, ys} ab. Hierbei handelt es sich um eine injektive Abbildung, da auf
jedes Element aus W hochstens einmal abgebildet wird. Die Abbildung ist jedoch nicht
surjektiv, da auf das Element g5 nicht abgebildet wird.

Die mittlere Abbildung in Grafik 1.4 bildet die Menge D = {x1,x2,x3, x4, x5} auf die
Menge W = {y1,y2,ys3,y4} ab. Die Abbildung ist surjektiv, da auf jedes Element aus W
mindestens einmal abgebildet wird. Sie ist jedoch nicht injektiv, da z4 und x5 auf das



1.6 Abbildungen 11

Element y3 abbilden.
Die rechte Abbildung in Grafik 1.4 bildet die Menge D = {x1,x2,x3, 24,25} auf die
Menge W = {y1, 92,3, Y4, Y5} ab. Die Abbildung ist bijektiv, da jedem Element aus W

genau ein Element aus D zugeordnet ist.
Beispiel.
(i) Die Abbildung G: K — A aus Beispiel 1 ist surjektiv, jedoch nicht injektiv.
(i) Die Abbildung f : R — R, f(z) = 22, ist weder injektiv noch surjektiv.
(iii) Die Abbildung f : R — [0,00), f(x) = 22, ist nicht injektiv aber surjektiv.
(iv) Die Abbildung f : [0,00) — R, f(x) = 22, ist injektiv aber nicht surjektiv.



2 Elementare Funktionen

Wir werden uns fiir den Rest dieser Veranstaltung nur noch mit Abbildungen beschéfti-
gen, deren Definitionsbereich und Wertevorrat Teilmengen der reellen Zahlen sind. Solche
Abbildungen nennen wir Funktionen. Wir veranschaulichen Funktionen f : D — M mit
D, M C R, indem wir ihren Graphen zeichnen.

Definition 2.1. Sei f: D — M eine Abbildung. Der Funktionsgraph (oder einfach
nur Graph) der Funktion f ist definiert durch

Gr={(z, f(x)) e Dx M: x € D}.

Beispiel 2.2. Den Absolutbetrag definiert man als eine Funktion mit Definitionsbereich
R und Wertevorrat [0, c0):

" ‘: R — [0,00), T = ’.’E‘
erklart. Diese Funktion ist nicht injektiv, jedoch surjektiv, vgl. Grafik 2.1.

Man konnte den Absolutbetrag auch als Funktion f : R — R, f(z) = |z|, definieren.
Diese wire nicht surjektiv. Dies unterstreicht noch einmal die Warnung im Anschluss
an Definition 1.5, dass zu einer Funktion auch stets die Angabe von Wertevorrat und

Definitionsbereich gehoren. >
y
4 €
X
3 €
Grafik 2.1: Graph der Betragsfunktion
2T |- R — [0, 00).
l €
1 1 1 1 1 1 1 X

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Wir widmen uns nun in den folgenden Abschnitten einigen prominenten Funktionen.

2.1 Lineare Funktionen

Lineare Funktionen f : D — M haben eine Zuordnungsvorschrift der Form
fl@)y=mz+e, mit m,c € R.
Im Fall D = M = R ist ihr Graph ist gegeben durch eine Gerade.



2.1 Lineare Funktionen 13

flx)y=maz+c

f(wo+1)

Grafik 2.2: Der Graph einer linearen Funktion f: R — R. m heiRt Steigung von f und ¢ heillt
y-Achsenabschnitt von f.

Bemerkung 2.3. Falls m # 0, so ist jede lineare Funktion f : R — R, f(x) = mz + ¢
bijektiv. (siehe Préasenziibungen)

Beispiel 2. (Photosynthetische Aktivitat von Typha latifolia nach Batschelet?)
McNaughton fand in [McN67| heraus, dass die photochemische Reaktion bei Typha
latifolia (dickblattriger Rohrkolben) umso wirksamer ist, je hoher der Ort iber dem
Meer liegt, an dem die jeweiligen Pflanzen wachsen. Die sogenannte Hill-Aktivitit
ist McNaughton zufolge eine lineare Funktion der frostfreien Periode des Ortes, an
dem die Pflanze lebt®.

Wir entnehmen dem Diagramm die beiden Datenpaare

x1 = 100 Tage, y; = 41 Hill-Einheiten, xo = 300 Tage, yo = 21 Hill-Einheiten,

und wollen daraus die Geradengleichung bestimmen. Wir erhalten durch Einsetzen
die beiden Gleichungen

f(z1) = 100m + ¢ = 41, und  f(x2) = 300m + ¢ = 21.

Nach Subtraktion beider Gleichungen erhalten wir:

-1

f(z2) — f(x1) =200m = =20 <= m = o
Durch Einsetzen ermitteln wir ¢: f(100) = =104+ ¢ = 41 <= ¢ = 51. Die
Geradengleichung lautet damit f(z) = I—(}x + 51. Die Hill-Aktivitdt nimmt also pro

zusétzlichem frostfreien Tag um % Hill-Einheiten ab.

“Beispiel 3.6.2 in [Bat80]
*Die Frage, ob gemessene Daten iiberhaupt einen linearen Zusammenhang bestitigen oder nicht,
kénnen wir momentan noch nicht beanworten (s. Lineare Regression in der Vorlesung Statistik.)




14 2 Elementare Funktionen

3o L2 B~ I SR [ [
'é'é’g“é'"é‘«"-w-’ ggﬁ:"éé’:gom;e :oxgo‘.;',o& Z
So8.ga0l 2538 -gmaaﬂ ‘H'g-gc\_cu &
SEHE & 7=t udﬁo I, S 58
SEEELS EoEg83%88 248 5738 3
.>‘U 0 0O 9 . < S a 5 S w u-‘:k 2 < 2
845 E©ERTSXZE 3 s o w9 g 5% 8 &w oy ]
© 2 O'T&Q"’Q '3“'=>Qﬁ°=w85 2 8583 Z =
3 Q@ — = o~ = 0 @3 O 80 53 .
PsExiis SESEEeERiicRenfeFS Sogs
= g .2 — =] »n < ] 2
3 m%%ﬁ?é Ecgv“g‘é‘o‘“gﬁﬁ‘ag"'&gg? S ES
g & o S . i Q L)
8, 8§&g¢g< P22 25 >»89geERE,"Eg B AN
g $ssyvE EEE4ECESSEEST 22, BEuE
e BE-—%: =S 2 00 CRCR: 58 _S5s %5 "‘b'f
- eS80 E=S W g0 g oy < o < 8§ S 2
3 B3828-= BEIEAS8PLE o B a2 o S
] 'Uue - sl = 8T o g Q 2 — > qu
gf 5i%s%z  SEEO=ZSR.285.8.085% 51
= gNE_sEm'U »n >,-Egu,_, é g ) .>‘= 983
—_ 0 qu..o>~.,_, wa.2°9 59 w s S 2 ’“Z
'S“aﬁ"’&na S85FTEZ 3 EQAQEEE AT L § &
g288%S Ega’:.agg—'gcE'EE.QB@Q_‘%-S 29y
=== =\" sEgE o EH2S857°50ES3E88A88 T8
- O g & 2358 5
P 252882 - yS=88E,.83754BErE8 553
AUAIoD 1K mGEas&EsE SLSEahERAsEE RAQZSEE QAR

Grafik 2.3: Auszug aus dem Artikel [McN67], Beispiel 2

2.2 Quadratische Funktionen

Quadratische Funktionen f: D — M haben eine Zuordnungsvorschrift der Form
f(z) = az® + bz +c, mit Parametern a,b,c € R, a # 0.

Der Graph einer quadratischen Funktion heiftt Parabel, siche Grafik 2.4.

Die Parameter a,b, ¢ € R bestimmen die Form des Funktionsgraphen wie folgt:

Zur Veranschaulichung betrachten wir zunéchst b, ¢ = 0, d.h. die quadratische Funktion
f:R — Rist von der Form f(x) = az?. Die Parabel zu einer solchen Funktion besitzt
den Scheitelpunkt S = (0,0) und ist symmetrisch zur y-Achse. Im Spezialfall a = 1 wird
der zugehorige Funktionsgraph Normalparabel genannt. Der Parameter a € R gibt die
Richtung der Offnung der Parabel an. Des Weiteren lisst sich aus dem Wert a ablesen,
ob die zugehorige Parabel aus einer Streckung oder Stauchung der Normalparabel der
Normalparabel entsteht.

— a > 0: Die Parabel ist nach oben geéffnet

— a < 0: Die Parabel ist nach unten gedffnet

|a| < 1: Die Parabel ist gestaucht.
— |a] > 1: Die Parabel ist gestreckt.

Der Parameter ¢ gibt den Schnittpunkt der Parabel mit der y-Achse an, d.h. eine Ver-
dnderung des Wertes ¢ bewirkt eine Verschiebung des Funktionsgraphen in Richtung der
y-Achse.

Der Parameter b gibt an, ob und wir stark die Funktion im y-Achsenschnittpunkt wéchst
oder fallt!.

'Das Wachstumsverhalten von Funktionen untersuchen wir im Abschnitt iiber Differentiation
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Erinnerung: Die binomischen Formeln. Seien a,b € R. Es gilt

(a+b)? = a® + 2ab + 1%, (2.1)
(a —b)? = a® — 2ab + b?,
(a —Db)(a+b) =a® — b2

Grafik 2.4: Graphen ausgewihlter
(x=2°+1  quadratischer Funktionen

Satz 2.4 (Losen von quadratischen Gleichungen). Seien p,q € R. Die quadratische
Gleichung
2 +pr+q=0 (2.4)

besitzt
2

(i) im Fall %2 —q > 0 die beiden Lésungen x1/5 = —7]) + pz —q.

(i) im Fall %2 — q =0 die einzige Losung x = =~.

(iii) im Fall %2 — q < 0 keine Losung.

Beweis. Mit der binomischen Formel (2.1) gilt
2 2
2® +pr+q=a2*+pr+ (g) — (g) +4q
5

:<$+§>2_Z+q' (2.5)

Also gilt
2 P\? i
" +pr+q=0 < <x+§> =7 ¢
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Damit ergeben sich die Aussagen (ii) und (iii) sofort. Aufserdem ergibt sich im Fall (i)

i
N

|
B

2 P\?
r+pr+q=0 < <x+§) =

- |

ﬁ
|
=)

— x+§:j:

[

-p
= r=—=
* 2

=~
|
(=)
]

Bemerkung.

— Man sagt, dass der Ausdruck (2.5) in Scheitelpunktform ist; man kann daraus den

Scheitelpunkt S = (%p, q— %) der zugehorigen Parabel ablesen.

— Der Ausdruck % — q wird Diskriminante von Gleichung (2.4) genannt. Sie erlaubt
die Unterscheidung (lat. discriminare=unterscheiden), wie die Losungsmenge der
Gleichung beschaffen ist.

— Mit Satz 2.4 lassen sich auch quadratische Gleichungen der Form
ar? +br+c=0 mit a,b,c € R,a # 0, (2.6)
16sen. Man verwendet die Aquivalenz
9 9 b c
ax*+br+c=0 <= 2+ -a+-=0,
a a
womit (2.6) in eine Gleichung der Form (2.4) gebracht wurde. Diese 16st man dann
mit Hilfe von Satz 2.4 mit p = g und g = 7.

Beispiel 2.5.

— Die Gleichung 22 4+ 2x — 1 = 0 hat die beiden Losungen 1 = —1 — V2 und
o = —14+ V2.

— Die Gleichung 22 + 2z + 1 = 0 hat die einzige Losung = —1.
— Die Gleichung 2% + 2z + 5 = 0 besitzt keine Losungen.

2.3 Umkehrfunktionen & Lésen von Gleichungen

Ist f: D — M eine bijektive Funktion, so existiert die Umkehrfunktion f~': M — D.
Das ist diejenige Funktion, welche

x fir allex € D und (2.7)
fifty) =y fiir alle y € M (2.8)

erfullt.

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung, d.h. existiert zur Funktion f : D — M eine
Abbildung f~1: M — D, die (2.7) und (2.8) erfiillt, so ist f bijektiv.
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Rechnerisch ermittelt man den Funktionsterm der Umkehrabbildung f~! durch Auflésen
der Gleichung y = f(x) nach x.

Insbesondere ist also fiir b € M eine Losung der Gleichung b = f(z) durch z = f~1(b)
gegeben.

Warnung: In sehr vielen Féllen ist der Wertevorrat der Umkehrfunktion -zu klein-, um
alle Losungen einer Gleichung zu finden.
Beispiel 2.6. Die Funktion f : [0,00) — [0,00), f(x) = 22 ist bijektiv. Thre Umkehr-
funktion f~!:[0,00) — [0, 00) ist gegeben durch f~!(y) = yz = VY-
Die Losungen der Gleichung

*=5 z€R,

sind @/ = ++/5. Die Umkehrfunktion liefert aber nur eine Losung, namlich /5. >

y
y=x
4+ y= x? ’
7
4
7
7
7
/7
/, . .
34 7 Grafik 2.5: Schaubild
7 zu Beispiel 2.6 Der
//’ Graph der Umkehr-
7 funktion f~1 entsteht
4
2 7 y= \/; aus dem Graphen von
e f durch Spiegelung
// an der Winkelhalbie-
. renden.
7,
1 —_+4
7
7
4
7
7
7
/7
7
1 1 1 1 X
0 1 2 3 4

Beim Lésen von Gleichungen ist aufserdem zu beachten, dass das Anwenden einer Funk-
tion i.A. keine Aquivalenzumformung ist. Betrachte als Beispiel die Gleichung = = 3, die
genau eine Losung besitzt. Durch Quadrieren ergibt sich 22 = 9, eine Gleichung mit zwei
Losungen. ~» Eine Probe hilft immer und vermeidet solche Fehler.
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2.4 Potenzfunktionen

Eine Potenzfunktion zum Exponenten a € R ist eine Funktion f : (0,00) — (0, 00) mit
einer Zuordnungsvorschrift vom Typ f(x) = z°.

Was verstehen wir unter z® fiir a € R, z.B. 2V2? Wir definieren dies schrittweise:
Schritt 1: Fiir a € N ist

' =x-x---x, und aukerdem 20 = 1.
—

a Faktoren

Diese Definitionen sind fiir alle z € R zuléssig.

Schritt 2: Fiir ¢ € Z ist

Diese Defintion ist nur noch fiir x € R, x # 0, moglich.

Schritt 3: Fiira = %, n € N, ist 2% = 27 das Urbild von = unter der bijektiven Funktion
f :]0,00) — [0,00), f(xz) = a™. Wir schreiben dann auch zn = {/z und
xi = V.
Diese Definition ist nur méglich fiir z € [0, c0).

Schritt 4: Fiira =", m € Z,n € N, ist

¢ =xn = (x%)m

[z

Diese Defintion ist nur noch fiir € (0, 00) moglich.

Schritt 5: Fiir a € R nihern wir a durch Briiche an, z.B. a = v/2 durch
1:1,4;1,41;1,414;. ..

und betrachten dann

g Al gl

Diese Werte nihern sich dann zV2 an.

Genaueres hierzu und insbesondere zu den auftretenden Grenziibergéngen
werden wir spéter lernen, wenn wir reelle Zahlenfolgen behandeln. Fiir den
Moment geniigt uns diese Anschauung.

Rechenregel 2.7 (fiir Potenzen). Seien x,y € (0,00) und a,b € R. Dann gelten die
Identitdten

$a+b = :L,a . xb’ (2 9)
(24)" = 2?, (2.1
(z-y)* =2 y* (2.11
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y
a>1 a=1
h <0 ,
’
/7
V4
/
’
/
/
V4
/
V4
’
/
V4
/7
V4
/
, O<ax<1
/
/7
4
/
//
’ a=0
1_ ______________________
4
/
7/
V4
/
’
/
! x

Grafik 2.6: Qualitative Skizze einiger Potenzfunktionen mit Funktionsterm z.

2.5 Aligemeine Exponential- & Logarithmusfunktionen

Wir drehen den Spiefs jetzt um und betrachten fir @ > 0 Funktionen exp,: R — (0, 00)
definiert durch
exp,(z) = a”, mit a > 0.

Diese Funktionen nennen wir Ezponentialfunktionen zur Basis a.

y

Grafik 2.7:  Qualitative
Skizzen von drei ausge-
wahlten Exponentialfunk-
tionen
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Aus den Rechenregeln fiir Potenzen ergeben sich unmittelbar folgende Eigenschaften der

Exponentialfunktionen:

Rechenregel 2.8 (fiir Exponentialfunktionen). Seien z,y € R, a,b € (0,00). Dann
gelten die Identitdten

exp, (z +y) = exp,(z) - exp,(v), (Fundamentalgleichung), (2.12)
exp, () - expy () = expq.p (%), (2.13)
(expq (x))” = exp,(z - ). (2.14)

Die Funktionen exp, : R — (0,00) sind fiir a # 1 bijektiv. Ihre Umkehrfunktionen sind
die Logarithmusfunktionen zur Basis a

log, : (0,00) = R, x> log,(x) mit a > 0,a # 1.
Es gilt also
y =log,(r) <= da’ =ux.

a<l1 a>1

Grafik 2.8: Qualitative Skizzen
von zwei ausgewahlten Logarith-
musfunktionen

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktionen ergeben sich folgende Eigenschaften
der Logarithmusfunktionen, auch Logarithmengesetze genannt:

Rechenregel 2.9 (Logarithmengesetze). Seien z,y € (0,00) und a > 0, a # 1.
Dann gelten

log,(z - y) = log,(x) + log,(y) (2.15)
log,(z¥) =y - log, (). (2.16)

Auflerdem gilt die folgende Formel, um den Logarithmus zu einer Basis b auf die Berech-
nung des Logarithmus zu einer anderen Basis a zurilickzufiihren, die sogenannte Umrech-
nung auf andere Basen: Fiir alle x € (0,00) und a,b > 0, a,b # 1 gilt

log, (z) = IIZZ((“;)) : (2.17)
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Diese Rechenregel kann man wie folgt beweisen: Es gilt

logg ()

(2.17) & x = blosa®

und

log, (x) log, (x) l
VR — oxp, (1o, (0750 ) ) = exp, (22200 08,9 ) = ex o, ) =

2.6 Die natiirliche Exponentialfunktion und der natiirliche
Logarithmus

Unter allen Basen a > 0 von Exponentialfunktionen gibt es eine Basis, die eine ganz
besondere Rolle spielt:

Satz 2.10 (Satz 2.12 in [BJKO7]). Es gibt genau eine Basis e > 0 derart, dass
expy(z) > 1+ firalex eR.

Es gilt e = 2, 7183 und diese Basis e heifit Eulersche Zahl.

Die Eulersche Zahl ist irrational. Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis des
Satzes und verweisen auf die Anschauung, die durch Grafik 2.7 vermittelt wird. Wir
schreiben fortan kurz exp = exp,. Die Funktion exp : R — (0,00) heifit natirliche
Ezxponentialfunktion.

Grafik 2.9: Nur fiir a = e gilt
exp,(z) > 1+ firalle z € R.

Die Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00) heifit natirlicher Logarithmus
log, =1In: (0,00) = R, z~ In(x).
Es gilt also fiir z € (0,00) und y € R
y=In(z) <= e’ =ux.
Die Exponentialfunktion nimmt eine bedeutende Rolle ein bei der Modellierung von

Wachstums- oder Zerfallsprozessen in der Natur. Wir behandeln nun in den drei folgenden
Unterabschnitten drei wichtige Wachstums- bzw. Zerfallsmodelle.
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2.6.1 Exponentielles Wachstum & Exponentieller Zerfall

Schauen wir uns zunéchst die folgende Definition an:

Definition 2.11 (Exponentielles Wachstum). Ein exponentielles Wachstum liegt
vor, wenn das prozentuale Wachstum pro Zeiteinheit konstant ist.

Hat das prozentuale Wachstum pro Zeiteinheit einen konstanten negativen Wert, so
sprechen wir von exponentiellem Zerfall.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel: Wir betrachten eine Bakterienkultur, die sich
innerhalb eines Zeitraums von 24 Stunden verdoppelt, egal, wann dieser Zeitraum be-
ginnt. Es liegt ein exponentielles Wachstum vor. Wenn nun f(¢) die Anzahl von Bakterien
zum Zeipunkt ¢ (Stunden nach Beobachtungsbeginn), so wiirde fiir ¢ > 0 gelten:

F(t) = f(0) 242

Hierbei ist f(0) die Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt ¢ = 0, d.h. zum Beginn der
Beobachtung.

Wir beweisen kurz, dass dieser Funktionsterm ein exponentielles Wachstum beschreibt.
Fiir jedes ¢ > 0 und s > 0 gilt

f(t + 8) _ f(O) 2(t+s)/24 — f(O) 2t/24 25/24 — f(t) 23/24 ) (218)

Das bedeutet, dass innerhalb von s Zeiteinheiten die Bakterienkultur um den Faktor 25/24
wichst, also um (2%/2* — 1) - 100 Prozent. Hierbei spielt ¢, der Beginn des Zeitintervalls
keine Rolle, d.h. das prozentuale Wachstum ist konstant.

T T T T T T
me f(t) =10-2t/2
30 - =
Grafik 2.10: Grafische Veranschaulichung
des Funktionsgraphen zu der Funktion f :
20! 1 [0,00) = (0,00), £(t) = 10221
10 =
| | | | | |

0 10 20 30 40 50

Wir erinnern daran, dass fiir positive Zahlen a,b mit a # 1 geméf (2.17) gilt:
Inb

Ina

log, b= (2.19)

Es ist sehr wichtig zu beobachten, dass man die Basis der obigen exponentiellen Funktion
beliebig wechseln kann. Zum Beispiel gilt

t In(2)

ot/24 _ glogg(2)!/** _ g571logs(2) _ 324 Tu(s) (2.20)
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Der exponentielle Zerfall wird ebenso durch eine Exponentialfunktion beschrieben. Hier-
bei muss die Basis a Element von (0,1) sein. Beispiel: Die Funktion f : [0,00) —
(0,00), f(t) =27t = (3)! = e~t(2)beschreibt einen Vorgang, bei dem pro Zeiteinheit
der betrachtete Stoff halbiert wird.

Wir wollen nun eine allgemeine Form des Funktionsterms angeben. Vorgénge, die expo-
nentiell wachsen bzw. zerfallen, gentigen im Allgemeinen der Gesetzmaéfigkeit

y(t) = y(to) X% . (2.21)

Hierbei haben die auftretenden Grofen folgende Bedeutung:

to: Startzeitpunkt der Beobachtung (sehr hiufig to = 0)
t —to: Verstrichene Zeit seit Beginn der Beobachtung
y(to): Anfangsbestand der betrachteten Grofe zu Beginn der Beobachtung

A€ R\ {0}: Wachstums— bzw. Zerfallsrate. Dabei bedeutet
A > 0: echtes Wachstum, d.h. to > t1 = y(t2) > y(t1).
A < 0: echter Zerfall, d.h. to > t1 = y(t2) < y(t1).

Beispiel 3 (Radioaktiver Zerfall). Die zum Zeitpunkt ¢ > 0 vorhandene Menge y(t)
einer radioaktiven Substanz geniigt dem oben beschriebenen Gesetz (2.21). Oft ist
in dieser Art von Anwendungen nicht A\ € R gegeben, sondern die Halbwertszeit
Ty, > 0. Wie ergibt sich A aus T37
Aus der definierenden Eigenschaft der Halbwertszeit ergibt sich, dass fiir jedes t > tg
gilt

y(t + Th) 1

y(t)y 27
Einsetzen des Wachstumgesetzes (2.21) ergibt:
y(to)ek(t—toJrTh)
()N

1 1
= )\Th = — AT :1 —
e 5 < N}, n<2>

~In(3)  -In(2)
— A= T, T,

Das radioaktive Isotop '37Cs (Caesium-137) hat eine Halbwertszeit von etwa 30 Jahren.
Folglich lasst sich der radioaktive Zerfall des Isotop durch die Funktion

g [0,00) > (0,00),  (t) = y(0) exp (‘ﬁ”z:)

geeignet beschreiben.
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2.6.2 Beschranktes Wachstum & Beschrankter Zerfall

Nehmen wir von einer Population an, dass sie exponentiell wéchst, so impliziert dies
gemal der Gesetzméifigkeit (2.21) ein Wachstum iiber jede Grenze hinaus, vgl. Grafik 2.7.
Vielen Wachstumsvorgéngen in der Natur sind aber oftmals natiirliche Grenzen gesetzt,
z.B. dem Wachstum von Seerosen auf einem Teich. Bei solchen Vorgéngen verlangsamt
sich das Wachstum, je néher sich der Bestand y(t) der sogenannten Sdttigungsschranke
S nédhert. Ein solcher Vorgang kann durch eine Funktion y : [tg, 00) — R,

y(t) =S — (S —y(ty)) - e Rt (SeR, k>0) (2.22)

beschrieben werden, vgl. Grafik 2.11. Der Parameter £ ist die sogenannte Wachstumskon-
stante. Er spielt bei der Herleitung von (2.22) eine Rolle (Hierzu mehr gegen Ende
der VL). Hier liegt Wachstum vor, wenn y(tp) < S ist. Fiir y(tp) > S handelt es sich
um einen Zerfallsprozess.

Bemerkung 2.12. Natiirlich kann in Anwendungen, in denen nur die Zuordnungsvor-
schrift bestimmt werden soll, direkt mit dem Ansatz

y(t) = S — (S —y(to))a"™", (a>0)

gearbeitet werden. Dann entspricht a = e™*.

Grafik 2.11: Qualitative Skizze eines beschrankten Wachstums- und Zerfallsprozess.

¥(tg) > S A

Wty) < S A
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Beispiel 4 (Abkiihlung einer heiffen Fliissigkeit). Eine 85° C heife Fliissigkeit kiihlt
bei einer Raumtemperatur von 22° C ab. Dieser Abkiihlungsprozess gentigt der Ge-
setzméabigkeit (2.22), d.h. wenn y(t) die Temperatur (in © C) der Fliissigkeit zum
Zeitpunkt ¢ (in min) bezeichnet, dann gilt y(0) = 85 und fiir noch zu bestimmendes
k>0

y(t) =22 — (22 — 85) - e M =22 + 63(e*)".
Wir nehmen an, dass die Fliissigkeit nach 10 min noch 62° C heif ist. Damit kann

a = e~ (oder direkt k > 0) bestimmt werden:

L

40 40\ 10
y(10) =22+ 63- (e M0 =62 «— 1% = 3 e ek = <63>

In (53)
<<:> k= —10

~ 0,0454) .

Insgesamt erhalten wir also

t

40\ 10

H=224+63-(—) .
y(t) + <63>

2.6.3 Logistisches Wachstum

Dieses Wachstumsmodell? beriicksichtigt jetzt die Tatsache, dass viele Vorgéinge auch zu
Beginn der Beobachtung eine kleine Anderungsrate aufweisen. Das beschrinkte Wachs-
tum beinhaltete diese Verkleinerung der Anderungsrate nur fiir Werte nahe an der Sét-
tigungsschranke S.

Ein solches logistisches Wachstum kann beschrieben werden durch y : [tg,00) — R,

y(to) - S
y(to) + (S — y(to)) exp(—Sk(t — to))’

y(t) = (S,k > 0). (2.23)

Grafik 2.12: Qualitative Skizze eines logistischen
Wachstumsprozesses.

y(to) ist dabei der Anfangsbestand, S die Satti-
gungsschranke. Es gilt 0 < y(to) < y(t) < S fur
jedes t > tg.

y(to)

Bemerkung 2.13. Genau wie beim beschréankten Wachstum kann man beim logistischen
Wachstum auch mit der Zuordnungsvorschrift

y(to)S
y(to) + (S — y(to))ast=t0)’

2Ein Modell des logistischen Zerfalls wollen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht betrachten.

y(t) = (a>0)
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arbeiten, sofern man nicht an der Wachstumskonstanten k interessiert ist. Es gilt a = e™".

k

Beispiel 5. (Population von Pantoffeltierchen®) Ein Anfangsbestand von Pantoffel-
tierchen mit einer Konzentration von 1 Pantoffeltierchen/ml wurde unter Laborbe-
dingungen geziichtet. Es ist bekannt, dass unter diesen Bedingungen eine Konzentra-
tion von hochstens 900 Pantoffeltierchen/ml erreicht werden kann. Unterstellen wir
fiir die Konzentration an Pantoffeltierchen y(t), ¢ in Tagen, logistisches Wachstum,
so gilt wegen (2.23) mit a = e™*

900

) e —
vt = 509 - goo0n

Zur Bestimmung von a > 0 bendtigen wir ein weiteres Datenpaar: Nach einer Woche
wurde eine Konzentration von 620 Tierchen/ml gemessen. Damit

900
T =62
1 + 899 - ¢900-7 620
9007 __ @ _ ﬁ
620 31

y(7) = 620 <—

<— 14899 a

9007 _ _ 14
31-899

14\ 790
= (27896)

1 14
( = (rsw) 0,001206) .

— a

—6300

Also lautet das Wachstumgesetz

900
y(t) = 14 % .
1+ 899 (27896)

“Bsp. 7.4 in [ESS14]

2.6.4 Logarithmische Darstellung

Bei der logarithmischen Darstellung werden die Zahlenwerte auf der Achse einer dar-
zustellenden Grofe nicht linear, sondern logarithmisch aufgetragen. Dies erméglicht die

bessere Veranschaulichung von Daten mit starken Grofsenunterschieden.

Die Wasserstoffionen-Konzentration in einer wissrigen Losung definiert den pH-Wert?
einer Losung und gibt an, ob es sich um eine saure, basische oder neutrale Losung handelt.

Eine Losung wird als neutral bezeichnet, falls sich in einem Liter der Lésung 1077 M

ol

Oxoniumionen (H3O™) befinden. Bei einer hoheren Konzentration wird die Losung sauer
genannt und bei einer niedrigeren Konzentration basisch. Die Konzentration erstreckt

3Der pH-Wert (potentia Hydrogenii) ist der negative dekadische Logarithmus (Logarithmus zur Basis

10) der Wasserstoffionenaktivitit, wobei die Wasserstoffionenaktivitit definiert ist als das Produ
der Wasserstoffionenkonzentration und einem sogenannten Aktivitatskoeffizienten.

kt
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sich im Allgemeinen von 10~ bis 10° Mol pro Liter. Die folgende Tabelle gibt die
durchschnittliche Konzentration der Oxoniumionen in mol/l von einigen Substanzen an:

Substanz H30" mol/1

Magensdure 107!

Cola 3-1073
Wein 1074
Kaffee 105
Milch 41077
Seife 10710
Beton 3-10713

Trégt man diese Werte auf einem Zahlenstrahl auf, so erhdlt man folgendes Bild:

Cola Magensaure
— ; > mol/]
50 0,1

Eine zuverléssige Ablesung der Werte ist bei der Visualisierung auf einem (linearen)
Zahlenstrahl der Daten nicht moéglich. Abgesehen von den Werten fiir Magensdure und
Cola, scheinen alle anderen Werte zusammenzufallen und lassen sich nicht zuverléssig
ablesen. Ein besseres Resultat erzielt man, wenn man den Logarithmus der Zahlenwerte
auftragt. Eine derart skalierter Zahlenstrahl wird logarithmische Skala genannt. In diesem
Beispiel ist die Anwendung der Logarithmusfunktion zur Basis 10 geeignet.

Be‘pon . . Sejfe . . .Mi.ICh. Kaffee W(Iein qua IMagerllséiurel
10-13 10-12 1011 1010 1079 10°® 10=7 10=% 10°® 10~* 102 102 10! 10°

> mol/l

Bemerkung. In der logarithmischen Darstellung kann die logarithmisch skalierte Achse
natiirlich nicht bei 0 beginnen, da der Logarithmus von 0 nicht definiert ist. Man kann
stattdessen die Skala bei einem Referenzwert beginnen lassen, den man in Abhéngigkeit
der Problemstellung wéhlt.

Statt gleicher Abstinde zwischen den Werten sind bei der logarithmischer Skala die Ab-
stande zwischen den Exponenten gleich. Bei der Darstellung von Funktionsgraphen in ein
zweidimensionales Koordinatensystem ist es hidufig sinnvoll bei einem breiten Definitions-
und/ oder Werteintervall entweder eine oder beide der Koordinatenachsen logarithmisch
zu skalieren.

Einfach-logarithmische Darstellung

Bei der einfach-logarithmischen Darstellung wird eine Koordinatenachse (xz- oder y-
Achse) logarithmisch skaliert und die andere Achse in linearer Skalierung belassen.
Sei f: R — (0,00) eine Exponentialfunktion zur Basis a > 0 der Form

fe) =k-a™
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mit £ > 0 und A € R. Bei einer logarithmischen Skalierung der y-Achse zur Basis a folgt
log, (f(2)) = logg(k - a**) = log, (k) + log, (") = log, (k) + Aa.

Somit ist der Graph von f bei einer logarithmischen Skalierung der y-Achse eine Gerade
mit Steigung A. Der Punkt (0, log,(k)) liegt auf dem Graphen von f.

3,000 |-
210 - .
2,000 - 27 8
24 - -

1,000
21 - .
0 2 i

| | | | | 2 | | | | \

0 2 4 6 s 10 0 2 4 6 8 10
Grafik 2.13: Darstellung der Funktionen fi(z) = 327, fo(z) = 27 und f3(z) = 2% auf
einer linearen Skala (links) und auf einer halb-logarithmischen Skala mit der logarithmischen
Skalierung zur Basis 2 auf der y-Achse (rechts)

24 - -
15 - .
23 - -
10 |- =
22 - 4
5 o2l 4
z 20 [ m
0 C I I I 22 I I 1 | L | | |
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Grafik 2.14: Darstellung der Funktionen fi(z) = 227, fo(z) = 2% und f3(z) = 22 auf
einer linearen Skala (links) und auf einer halb-logarithmischen Skala mit der logarithmischen
Skalierung zur Basis 2 auf der y-Achse (rechts)
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Sei g : (0,00) — R eine logarithmische Funktion zur Basis a > 0 der Form
g(x) = c+k-log,(x)
mit ¢,k € R. Es gilt mit der Setzung z* = log, ()
g(x) =c+k-log,(z) = c+ kx™.

Folglich ist der Graph von g bei einer logarithmischen Skalierung der x-Achse zur Basis
a eine Gerade mit Steigung k durch den Punkt (a°, c).

I I
2 +4  2F il
0 4 0 |
—2 | =2 .
4L o4 il
—6| 1 -6 il
| | | | | | L ,\ IR Lol Ll Lol
0 2 4 6 8 10 1073 1072 1071 100 10t

Grafik 2.15: Darstellung der Funktionen fi(z) = 2log;o(z), fa(x) = log;o(z) und f3(z) =
2logyo(x) auf einer linearen Skala (links) und auf einer halb-logarithmischen Skala mit der
logarithmischen Skalierung zur Basis 10 auf der z-Achse (rechts)

I I
2 1 +logqo(z 127 i
ol 1 ol I logqp () () |
_9l 1 9l il
4l | o—al i
| | | | | | O 0 A
0 2 4 6 8 10 10=* 1072 107! 10° 10

Grafik 2.16: Darstellung der Funktionen fi(z) = 141log;o(z), fa(z) = log;o(x) und f3(x) =
—1 + logy(z) auf einer linearen Skala (links) und auf einer halb-logarithmischen Skala mit
der logarithmischen Skalierung zur Basis 10 auf der z-Achse (rechts)

Diese Darstellungsmethode erlaubt eine Auftragung von Funktionen mit einem sehr brei-
tem Werte- bzw. Definitionsintervall und eine zuverldssige Ablesung der Wertepaare an-
hand des Funktionsgraphen.
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Doppelt-logarithmische Darstellung

In der doppelt-logarithmischen Darstellung werden beide Koordinatenachsen logarith-
misch skaliert. Bei der Auftragung von Potenzfunktionen f : (0,00) — (0,00) der Form

f(z) = ax®

mit ¢ > 0 und b € R auf einem groften Definitionsintervall ist es nicht moglich y-Werte
fiir sehr kleine xz-Werte préasize abzulesen. Durch logarithmieren der Funktion folgt

flx) = ar® = log(f(z)) = log(aﬂcb) = log(a) + log(xb) = log(a) + blog(z).

Die Darstellung der Funktion unter Verwendung von zwei logarithmischen Achsen fiihrt
zu einer Geraden, die es erlaubt Funktionswerte présize und sehr leicht abzulesen.

_ N -
1, |
1071+ a
08} .
1072 8
0.6} .
—5 | |
04} |10
02| SR 1
%“;1'4
07 | 10797 |
LI Lol Lol
\ \ \ \ \ \ — —
0 02 04 06 08 1 102 10 10°

Grafik 2.17: Darstellung der Funktionen fi(x) = 23 und fao(z) = %0:104 auf einer linearen
Skala (links) und auf einer doppelt-logarithmischen Skala mit logarithmischer Skalierung zur
Basis 10 (rechts)

T
15 - - 23 |- B
2—3 - |
10 - .
279 [ |
5 - —
2—15 - -
or | | | | | 7 9—21 LI | | | | | | | S
0 0.5 1 15 9 277 276 275 274 273 272 271 20 21
Grafik 2.18: Darstellung der Funktionen fi(z) = 222 und fa(z) = 223 auf einer linearen

Skala (links) und auf einer doppelt-logarithmischen Skala mit logarithmischer Skalierung zur
Basis 2 (rechts)
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2.7 Trigonometrische Funktionen

Erinnerung: In einem rechtwinkligen Dreieck bleiben die B
Seitenverhéltnisse unter winkelerhaltenden Transformationen
gleich. Die drei moglichen Seitenverhéltnisse werden ausge-
hend vom Bezugspunkt A bzw. Winkel o mit sin «, cos a und
tan a bezeichnet:

a
. a
sinoe = —
c
b
cosaq = —
c
a sina
tana = — = C
b CcoS «v

Meistens geben wir Winkel im Bogenmafs an. Das ist die Linge des Bogenstiicks am
Einheitskreis, das dem Winkel zugeordnet ist, s. Grafik 2.19. Ist ein Winkel ¢ im Gradmaf
gegeben, so berechnet sich das zugehorige Bogenmafs ¢ mit der Formel
LA

- 2m

t =
360°

Y

L qkels4P2
ﬁ\wm _,_1._._..-._ -

IS>2ae =~Llp1) = (2,9)

Grafik 2.19: Zuordnung
eines Winkels ¢ zu
einem Punkt auf der

L Einheitskreislinie  und
die GroRen siny und
cosp im entsprechen-
den rechtwinkligen
Dreieck.

- ~.

——

R

2.7.1 Die Funktionen sin, cos und tan

Jedem ¢ € [0,27) konnen wir in eindeutiger Weise einen Punkt P(¢) = (z,y) auf der
Einheitskreislinie zuordnen, vgl. Grafik 2.19. Diese Zuordnung ist injektiv. Geméfs der
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obigen Betrachtungen in rechtwinkligen Dreiecken gilt nun = = cos ¢ und y = sin ¢. Dabei
beachten wir die Vorzeichen der z— bzw. y—Werte, die durch das Koordinatensystem
vorgegeben sind, d.h. im Beispiel von Grafik 2.19 gilt cos 1 > 0 und sin¢; > 0, jedoch
cos i < 0 und sin gy < 0.

Auf diese Weise sind Funktionen sin : [0,27) — [—1, 1] und cos : [0, 27) — [—1, 1] erklart.

Wir setzen diese Funktionen nun periodisch auf ganz R fort, vgl. Abbildungen 2.20 und
2.21: Fiir ¢ € [0,27) und k € Z setzen wir

sin(p + k - 2m) = sin(y), und cos(p + k- 2m) = cos(ip).
Es gelten die folgenden Symmetrien der Funktionen sin und cos:

sin(z) = — sin(—x) Punktsymmetrie des Sinus zum Ursprung,

cos(x) = cos(—x) Achsensymmetrie des Cosinus zur y-Achse.

Auf der Menge
T={peR: cos(go);«éO}:R\{goeR:@:g—&—lmfl’ireinkeZ}

definieren wir aufserdem (vgl. Grafik 2.22)

tan : T — R, tan(p) = G
CoS
y
1 £
/\ | | | 1 Grafik  2.20:
_or = — = z h 3 A Graph von sinx
-1 +
y
\ | / \ | / Grafik  2.21:
-2z 3= - =z %\,/37,, 2p = Graph von cosz
-1 +

l e l l

| | | |

| | | |

l L2t l l

| | | |

! ! ! ! 1 Grafik  2.22:
—T27t %ﬁ -z Jl,zﬁ %% x % oy *  Graphvon tanz

| | -2+ | |

| | | |

| | | |

I I —4 1+ I I

| | | |

Hier finden Sie ein schones Applet, mit Hilfe dessen Sie die trigonometrischen Funktionen
veranschaulichen konnen: https://www.geogebra.org/m/FItrEDAr
Aus der periodischen Fortsetzung lasst sich unmittelbar folgern:

cos(x —m) = cos(x —m+27m) = cos(z + ) und sin(zr — ) = sin(x — 7+ 27) = sin(z + 7).
(2.24)


https://www.geogebra.org/m/FJtrEDAr
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Wir halten einige Regeln fest, die fiir Sinus und Cosinus gelten:

Satz 2.14 (Einige Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen).
(i) sin?(x) + cos?(z) = 1 fiir alle © € R.
(i1) |sin(z)| < 1 und |cos(z)| <1 fir alle x € R.

(it1) simnz =0 <= ze{k-n|keZ}.

(iv) cosx =0 <= v {(2k+1) -5 |kecZ}.

(v) cos(z) = sin(x + §) fir alle x € R. Sinus ist also gegeniiber Cosinus um %

phasenverschoben.

Alle Regeln gelten unmittelbar aufgrund der Definition von Sinus und Cosinus im Ein-
heitskreis. Regel (i) ist hierbei als Satz von Pythagoras bekannt, der eine Aussage iiber
das Verhéltnis der Seiten in einem rechtwinkligen Dreieck bzw. der zugehorigen Quadrate
macht.

2.7.2 Modifizierte Sinus- bzw. Kosinusfunktionen

Wie jede Funktion von R nach R kann man die trigonometrischen Funktionen verschieben
(entlang der y-Achse und/oder entlang der x-Achse) und stauchen bzw. strecken. Dies
ist fiir viele Anwendungen wichtig.

Firm e R,a € R\ {0}, we Rund 6 € R seien f: R — R, g: R — R definiert durch

f(t) =m-+a-sin(w(t+0)),
g(t) =m+a-cos(w(t +0)).
Die verwendeten Parameter erkléren sich wie folgt:

(i) Die Zahl m ist die Mittellage der Funktion, d.h. die Funktion schwingt um den
Zustand y = m herum.

(ii) Die Zahl a ist die Amplitude der Funktion, d.h. der Abstand von der Mittellage
zum Hochpunkt der Funktion.

(iii) Die Zahl w gibt die Winkelgeschwindigkeit an. Diese ergibt sich geméf

2
~ Periodenliinge von f bzw. g’

(iv) Die Zahl 0 ist die Phasenverschiebung. Sie gibt an, wie weit man den Graphen
von f (bzw. g) nach rechts verschieben muss, damit er dem Graphen der Funktion
h(t) = m + asin(wt) (bzw. h(t) = m + acos(wt)) entspricht.



34 2 Elementare Funktionen

Mittellage

Amplitude

SRS
w
3
)

-1t
Grafik 2.23: Links: Darstellung der Mittellage und Amplitude, Rechts: Beispiel einer Phasen-
verschiebung fiir die Sinusfunktion. Es gilt hier § = 7.

Hier sind zwei Beispiele:

Grafik 2.24: Aufgabe: Finde die Funktions-
vorschriften zu den hier dargestellten ver-
schobenen und gestreckten bzw. gestauch-
ten trigonometischen Funktionen.

Wir erklédren anhand des blauen Graphen, wie man die Funktionsvorschrift ermittelt.
Wichtig ist, dass die Darstellung der Lésung nicht eindeutig ist, da Sinus und Cosinus
phasenverschoben zueinander sind. Wir kénnen uns also aussuchen, ob wir mit dem Si-
nusansatz oder mit dem Kosinusansatz arbeiten wollen. Wir sehen bereits, dass der blaue
Graph einer modifizierten Sinusfunktion ohne Phasenverschiebung entspricht. Die Mit-
tellage liegt bei y = —1. Der Abstand von y = —1 und der y-Koordinate des Hochpunkts
yr = 0.5 betrédgt 1.5, also besitzt die Funktion die Amplitude 1.5. Des Weiteren erkennen
wir die Periodenlédnge 47 in der Grafik. Unsere Antwort lautet daher

[:R=R, f(z)=-1+15-sin(3).

Selbstverstdndlich kann man die Phasenverschiebung des Sinus gegeniiber des Cosinus
ausnutzen um die Funktion als Ausdruck in Cosinus darzustellen. Da laut Satz 2.14 fiir
alle z € R gilt: cos(z) = sin(x + §) <= cos(z — §) = sin(x), erhalten wir

fl@)=-1+15-sin(%)=—-14+15-cos(% —2)=—1+1.5cos(i(z—m)).

2
Fiir den roten Graphen ergibt sich tibrigens analog f(z) = —1 + 2 cos(z — ).
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2.7.3 Die Umkehrfunktionen von sin, cos und tan

Schrénken wir die die Funktionen sin, cos und tan auf geeignete Teilintervalle von R ein,
so sind diese Funktionen bijektiv? und wir kénnen auf den entsprechenden Defintions-
und Wertebereichen deren Umkehrfunktionen arcsin, arccos und arctan betrachten®.

Die Funktion sin : [-F, 5] — [—1,1] ist bijektiv; ihre Umkehrfunktion ist

arcsin : [—1,1]

-

- [-Z

272

Die Funktion cos : [0, 7] — [—1,1] ist bijektiv; ihre Umkehrfunktion ist

arccos : [—1,1] — [0, 7).

Die Funktion tan : (=5, %) — R ist bijektiv; ihre Umkehrfunktion ist

£

T
tan : R — (—f,
arctan 29

= arccos

X

Grafik 2.25: Graphen der drei Ar-
kusfunktionen

“Es gibt viele Moglichkeiten, Teilintervalle mit dieser Eigenschaft festzulegen. Wir entscheiden uns hier
fiir eine naheliegende Variante; man bezeichnet diese eingeschriankten Funktionen als Hauptzweig der
entsprechenden Umkehrfunktion.

® Auf Taschenrechnern werden diese Funktionen in Anlehnung an die Bezeichnung f~" fiir die Umkehr-

funktion einer Funktion f auch mit sin™
lungen mit den Ausdriicken

1

sin’? cos

1
1

L bzw. -

, cos~ ! und tan~! bezeichnet. Man hiite sich vor Verwechs-
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Beispiel 6 (Innere Uhr der Ackerschmalwand (Arabidopsis thaliana), aus [ESS14,
Beispiel 4.2 u. Abschnitt 4.5]).

Wie im Artikel® von D. Staiger [Sta05] beschrieben wird, registrieren Pflanzen téglich
iiber Photorezeptoren, wie lange es am Tag hell ist. Sie synchronisieren damit ihre
Jahreszeitenuhr, um einen moglichst giinstigen Zeitpunkt zur Bliite zu bestimmen.
Bei der Langtagspflanze Arabidopsis thaliana beginnt die Bliitezeit, sobald es ldnger
als 16 Stunden pro Tag hell ist. Die Tageslinge unterliegt innerhalb eines Jahres
Schwankungen und wiederholt sich alle 365 Tage; der ldngste Tag ist am 21. Juni,
der kiirzeste am 21. Dezember. Die folgende Funktion gibt beispielhaft fiir den Ort
Gottingen die Tagesldnge in Abhéngigkeit des Tages t im Jahr an:

mt 91
H(t) =12.24 + 4,41 -sin [ = — 27 ) |
(1) = 12,24 +4, Sln(180 20>

In Gottingen blitht die Ackerschmalwand also am ersten Tag ¢t > 0 im Jahr, fiir den

wt 97\ 3,76
4,41

H(t)=1 in(—-——
(1) =16 <= s1n<180 50
gilt. Es gibt unendlich viele t > 0, die diese Gleichung erfiillen, siche Grafik 2.26.
Gesucht ist jedoch das kleinste t € [0,365], welches diese Gleichung erfiillt. ¢ ist
gegeben durch

mt 97 . (3,76
20 20 arcsin <4,41> — t~139,5.

Also bliiht die Ackerschmalwand diesen Annahmen zufolge ca. am 139. Tag (19. Mai)
des Jahres.

“Erhaltlich hier iiber die Universitatsbibliothek

H(1)

16 . —

.l AN

8,

100 200 300 400 500 600
Grafik 2.26: Die Tageslange H(t) in Gottingen am Tag ¢ des Jahres. Die Ackerschmalwand

bliiht am ersten Tag, fiir den H(t) = 16 gilt.
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3 Differentialrechnung

Um ein grundlegendes Verstédndnis von Grenziibergéngen und infinitesimalen Gréfen zu
bekommen, ist ein kleiner Uberblick iiber reelle Zahlenfolgen hilfreich.

3.1 Reelle Zahlenfolgen

Eine reelle Zahlenfolge a = (ap)nen ist eine Abbildung a: N — R. Statt a(n) wie bei
Funktionen schreiben wir a,, bei Folgen. a,, heifst n-tes Folgenglied.

Beispiel 7. Bei einer Bakterienkultur finde alle 30 Minuten eine Zellteilung statt.
ap = 100 sei der Anfangsbestand an Bakterien. Dann kénnen wir mit a, die nach
n Zeitschritten vorhandene Anzahl bezeichnen. Dadurch ist eine Folge a = (ap)nen
festgelegt. Fiir n € N gilt

an, = ag - 2" =100 - 2".

n (Zeitschritt 230min) | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
an (Anzahl der Bakteri- | 100 | 200 | 400 | 800 | 1600 | 3200 | ---
en nach n Zeitschritten)

Definition 3.1. Eine Folge a = (an)nen heilt konvergent gegen den Grenzwert
a € R, falls es zu jedem € > 0 einen Index N € N gibt, sodass fiir jeden Folgenindex
n > N gilt

lan, —al < e.

Wir schreiben in diesem Fall lim a, = a.
n—oo

Mit anderen Worten: Eine Folge (ay,)nen konvergiert gegen a € R, wenn in jeder noch so
kleinen Umgebung um den Grenzwert alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen. !

Beispiel 3.2.

(i) Eine Folge (an)nen sei definiert durch a,, = 3.
Behauptung: lim a, =3
n—o0
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Dann gilt fiir alle n € N

la, —3|=3-3|=0<¢.

'Bine Visualisierung des Konvergenzbegriffs von Folgen ist hier zu finden.


https://www.geogebra.org/m/D7GBC0x9
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(ii) Eine Folge (an)nen sei definiert durch a, = .

Behauptung;: li_)m an =20
n oo

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wahle N als eine natiirliche Zahl, die grofer ist als %
Dann gilt fiir alle n € N mit n > N

\ 0l = ! ! < = <

n “n| TSN

(iii) Eine Folge (an)nen sei definiert durch a, = 2.
Behauptung: lim a, = 1.
n—oo

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wihle N als eine natiirliche Zahl, die gréfer ist als é

Dann gilt fiir alle n € N mit n > N

n+1 ' 1
—ll=|—-|<=<e¢
n n
(iv) Eine Folge (ap)nen sei definiert durch a,, = n—‘iﬁl

Behauptung: lim a, = 0.
n—oo

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wahle N als eine natiirliche Zahl, die grofier ist als 8%
Dann gilt fiir alle n € N mit n > N

Vno | vn
n+1 Cin+1

NG

n

1
= —< —=<e. >

v S UN

Wir nennen eine Folge ohne Grenzwert divergent.
Eine wichtige Eigenschaft konvergenter Folgen ist, dass sie beschrankt sind, d.h.

es gibt eine Zahl K > 0, sodass |a,| < K fiir alle n € N. (3.1)

Die folgenden Konvergenzeigenschaften sind fiir die Berechnung von Grenzwerten oft sehr
hilfreich:

Satz 3.3 (Grenzwertsitze). Sei ¢ € R. Seien (ap)nen und (bp)nen konvergente
Folgen mit hm an = a und hm by, = b. Dann sind die Summe (a,, + by )nen, die

Differenz (an bn)nen, das Produkt (anbp)nen und (c-ap)nen konvergente Folgen
und es gilt:

(i) 1i_)m (@n+bn) =a+b.
(i1) nliﬁrgl()(cm —by) =a—b.
(iii) nh_}n(r)lo anb, = ab.
(iv) nh_}rgo(c -an) = ca.

Gilt b, # 0 fiir alle n € N und b # 0, dann ist der Quotient (3> )nEN konvergent
und es gilt:

(v) lim 52 =§-
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Fiir den Beweis dieser Aussagen sind die folgenden geometrischen Aussagen sehr wichtig:
Seien x,y € R. Dann gilt

|z +y| < |z| + |y (Dreiecksungleichung),
llz] — |y|| < |z £yl (Umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beweis. Wir beweisen exemplarisch die Aussagen (i) und (iii). Seien (a,)nen und (by,)nen

konvergente Folgen mit lim a, = a und lim b, = b. Dann gilt
n—oo n—oo

(i) Seie > 0. Dann existieren ny,np € N derart, dass |a, —a| < § fiir alle n > n; und
b, — b| < § fiir alle n > ny. Sei N € N das Maximum der beiden Zahlen ny,nso
Folglich gilt fiir alle n > N

|(an + bn) — (a4 b)| = [(an — a) + (b, = b)| < |an —a| +|b, —b] < §+ 5 =e.

(iii) Sei e > 0. Wegen (3.1), existiert ein Ky > 0 derart, dass |a,| < K;. Zudem gibt es
ein Ko > 0, sodass [b| < K». Es existieren ny,ny € N derart, dass |a,, —a| < 5% fiir
alle n > ny und |b, — b| < 5% fiir alle n > ng, wobei K das Maximum der beiden
Zahlen K1, Ko ist. Sei N € N das Maximum der beiden Zahlen n1,n9. Dann gilt
fir allen > N

|anby, — ab| = |anby, — anb + apb — ab] = |ay (b, — b) + b(a, — a)]

€ €
O
Beispiel 3.4. Sei (ay)nen definiert durch
n3 —2n
p = —5———.
2n3 —n+1
Behauptung: lim a, = %
n—oo
Beweis: Es gilt mit Satz 3.3
. 2
lim a, = lim n’ = 2n = lim 1_% = "h_g’lo( — ) =
n m3—_—n+1 1 T 1 iy~ 5
>

3.1.1 Spezialfall: Die geometrische Folge

Die Folge (ay)nen, definiert durch
an = apq”, wobei g € (0,00),a9 € R,
heifst geometrische Folge.

— Fiir ¢ > 1 und ag > 0 sind die Folgenglieder a,, fiir n — oo nach oben unbeschrankt,
in Zeichen:
an — oo fiir n — oo;

die Folge konvergiert nicht. Entsprechend ist a, nach unten unbeschrinkt, falls
q > 1 und ag < 0; wir schreiben dann a,, — —o0.
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— Der Quotient zweier benachbarter Folgenglieder ist konstant, d.h. a,+1/a, = g fiir
alle n € N.

— Fir ¢ =1 gilt: a,, = a¢ fiir alle n € N und daher lim a, = ag.
n—oo

— Fir ¢ € (0,1) konvergiert die Folge (ay)nen und besitzt den Grenzwert 0. Sei € > 0

bdmbg.SajvenwlunaﬂmheZahlnntAfz1%%%@.Danngﬂtﬁnzﬂm7l>zv

|an, — 0] = apq" = apexp(n - In(q)) < apexp(In(e/ag)) =¢. (Beachte: In(q) <0 )

3.1.2 Das Summenzeichen und Reihen

Seien ag, a1, az, ...,a, € Rund n € Ny = NU {0}. Folgende abkiirzende Schreibweise fiir
die Summe wird verwendet:

Zaj =ag+ ...+ an.

j=0
Dabei ist n der Index des letzten Summanden, j der Laufindex und j = 0 (Startindex)
bezeichnet den ersten Summanden.

Beispiel 3.5. Fiir n > 1 sei a,, = n% und ap = 1. Dann gilt z.B.

ot

Sy mt b Ly L L 200016:254 162549254916
= 2385 9-16-25

8869

SRS

3600 636 >

Fiir eine Folge (an)nen, ist also durch die Vorschrift

Sp = Z a; (3.2)
=0

eine neue Folge (sp)nen, erklart. s, heift n-te Partialsumme und diese neue Folge
(8n)nen, bezeichnet man als Reihe?.

3.1.3 Spezialfall: Die geometrische Reihe

Die Reihe, die durch (3.2) aus der geometrischen Folge a; = aoq’ entstanden ist, nennt
man geometrische Rethe. Wegen

n n n

_ E R E J — E J

Sp = a; = aopq” = ag q
J=0 J=0 J=0

konzentrieren wir uns ab jetzt auf den entscheidenden Ausdruck Z?:o ¢’. Fiir ¢ # 1 gilt

ﬁiﬁ Log (3.3)

J=0 l—q

20ft ist es sinnvoll, Ny als Indexmenge der Reihe zu wihlen, manchmal aber auch nicht. Generell sollte
die Indexmenge der Reihe der Indexmenge der Folge angepasst sein.
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Diese Formel ermdoglicht es also, die n-te Partialsumme explizit zu berechnen ohne zuerst
alle Potenzen ¢/ (0 < j < n — 1) aufzuaddieren.

Beweis. Es gilt

n

=14+ ++ .+ "
7=0

n
¢y =+ ++ .+
=0

Subtraktion der zweiten Identitét von der ersten ergibt

n
1-q)) ¢d=1-¢""
=0

Damit ist Formel (3.3) bewiesen. O

Folglich konvergiert die Folge (s, )nen, genau dann, wenn |¢| < 1, und besitzt in diesem

Fall den Grenzwert 1 . Denn
—q
1— n+1 1
lim s, = lim g ¢ = lim q = .
n—00 n—00 n—oo 1 — q 1- q

Beispiel 8 (Zerfallene Menge eines radioaktiven Stoffes). Von einer Menge @ > 0
eines radioaktiven Stoffes zerféllt definitionsgeméfs die Hélfte nach Ablauf der Dauer
einer Halbwertszeit. Nach einer weiteren Halbwertszeit zerfillt ein weiteres Viertel
der urspriinglich vorhandenen Menge usw. Fiir die nach n, n € N, Halbwertszeiten
zerfallene Menge — bezeichnet mit z, — gilt also

1 1 1 LNYARY
Zn:Q<2+4+...+2n>:Q;<2)

Dies ist — abgesehen vom ersten Summanden 5 = 0 — die geometrische Reihe mit
= 1. Es gilt mit Formel (3.3)

" /1 ST 1
zanZ@ -Q=Q ——1 Q<1—2n>-
j=0 :

Es gilt lim,, o0 2, = Q. Das bedeutet, dass nach unendlicher Zeit die gesamte Menge
zerfallen sein wird.

3.2 Differenzierbarkeit & Ableitung

In diesem Abschnitt bezeichne I ein offenes Intervall, d.h. es gilt I = (a,b), I = (a,00),
I = (—00,b) (jeweils a,b € R) oder I =R.
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3.2.1 Der Differentialquotient

Definition 3.6. Eine Funktion f : I — R heifst differenzierbar an der Stelle xg € I,
falls der Grenzwert

lim f(@o+h) = flzo) _ lim f(x) — f(z0)

h—0 h T—T0 T — Zo

(3.4)

existiert. Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit f’(z¢), genannt Ableitung von f an
der Stelle xg € I. Wenn f an jeder Stelle zg € I differenzierbar ist, so nennen wir f
differenzierbar auf I. In diesem Fall ist durch g — f'(z¢) eine Funktion f': [ — R
erklart, genannt Ableitung von f.

Der Quotient
f(zo +h) — f(xo)
h

heift Differenzenquotient von f im Intervall® [zg, ¢ + k] und beschreibt den mittleren
Anstieg der Funktion f im Intervall. Dieser Anstieg wird durch die Steigung derjenigen
linearen Funktion beschrieben, welche durch die Punkte (xq, f(xo)) und (zo+h, f(xo+h))
verlduft. Diese Gerade heift Sekante der Funktion f. Den Grenzwert in (3.4) nennen
Differentialquotient. Die Sekante nahert sich fiir h — 0 der sogenannten Tangente der
Funktion f im Punkt (zg, f(z9)) an. Die Steigung der Tangente im Punkt (zq, f(x0))
stimmt fiir eine differenzierbare Funktion f im Punkt zy mit ihrer Ableitung f’(z¢)
iiberein.

Mit Hilfe der Betrachtungen iiber Folgen aus Abschnitt 3.1 ldsst sich die Schreibweise

%ir% w erlautern: Fiir jede Folge (hy,)nen, die gegen 0 konvergiert, konvergiert
ﬁ

auch die Folge

f(@o + hn) — f(20)
I

gegen ein und und denselben Grenzwert. Analog bedeutet lim
T—T0

%ﬁxo), dass fiir jede

Folge (xy)nen, die gegen xg konvergiert, auch die Folge
f(zn) — f(zo)
Tn — X0
gegen ein und denselben Grenzwert konvergiert.

f@o+h) = F(@0) ¢ als die Steigung

der Sekante durch die Punkte (xo, f(z0)) und (zo+h, f(xo+h)). Ist f in z¢ differenzierbar,
dann streben die Sekanten fiir h — 0 gegen die Tangente an der Stelle x.

Beispiel 3.7.
(i) Sei f: R = R, f(z) = mx + ¢, mit m,c € R. Es gilt f/(x¢) = m fir jedes ¢ € R,
denn:
li @0+ ) = flwo) _ . m(zoth) —mao _ .

h—0 h h—0 h

3Wir haben hierbei h > 0 vorausgesetzt
*Visualisierungen dieses Zusammenhangs sind z.B. hier zu finden.

Grafisch? tritt der sogenannte Differenzenquotient
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f(@)

Sekante

Tangente

Jl@o + h) = f(wo)

f(xo+h)

Zo x0+h v o T

Grafik 3.1: Links: Sekante mit Steigungsdreieck, Rechts: Tangente an der Stelle xg

(ii) Sei f : R — R definiert durch f(x) = 2% Es gilt f'(z0) = 2w fiir jedes zg € R,

denn
_ 2 _ .2 2 2 .2
i J@0 D) = f(wo) o (wo+ h)® —af . af+ 2hao + 2 — af
h—0 h h—0 h h—0 h
. 2x0+h ,
= 1 = 2 = .
lim == o = f'(wo)

(iii) f: R — R definiert durch f(x) = |z| ist nicht differenzierbar in xg = 0, denn der

I

Grenzwert des Ausdrucks existiert nicht fir A — 0. Fir Folgen mit h,, — 0,

h, > 0 gilt nimlich 721 =1 und fiir Folgen hy, — 0, hy, < 0, gilt P2l = —1.

Mit mehr oder weniger Aufwand konnten wir an dieser Stelle die Ableitungsfunktionen
der elementaren Funktionen aus Kapitel 2 bestimmen. Stattdessen listen wir nun die
Funktionen auf und fiihren den Beweis nur exemplarisch fiir die Funktion exp: R —
(0, 00).

Rechenregel 3.8. Die Funktionen der folgenden Tabelle sind jeweils auf ihrem De-
finitionsbereich differenzierbar und besitzen die Ableitungsfunktionen gemdf der Ta-
belle.

Funktionsvorschrift f(x) | Definitionsbereich | Ableitungsfunktion f'(z)
f(x)=mz+c R fl(x)y=m
f(z) =2" (n €eN) R flx)=n 2!
f(z) =2 (a €R) (0,00) fl@)=a-2°7
f(z) = exp(z) R f'(z) = exp()
f(z) = sin(x) R f'(x) = cos(x)
f(z) = cos(x) R f(x) = —sin(x)

Beweis fiir exp: R — (0,00). In Satz 2.10 haben wir die e-Funktion eingefiihrt als dieje-
nige Exponentialfunktion, die an der Stelle xy = 0 die Tangente mit Gleichung y = x + 1
besitzt. Die Ableitung der e-Funktion an der Stelle zg = 0 ist also 1 und daher gilt

exp’(0) = lim

h—0 h

exp(h) — 1 _1q
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Diese Eigenschaft kénnen wir verwenden, um die Ableitung auch an den anderen Stellen
zu bestimmen:

ooy e exp(z +h) —exp(x) exp(h) —1 _
exp (z) = lim Y = lim exp(z) . = exp(z),
wobei in der letzten Identitdt Satz 3.3 verwendet haben. L]

3.2.2 Differentiationsregeln
Summen, Produkte und Quotienten

Der folgende Satz gibt an, wie Summen, Produkte und Quotienten zweier differenzierba-
rer Funktionen abzuleiten sind.

Satz 3.9. Seien f,g: I — R differenzierbar in zo € I und a,b € R. Dann gilt:

(i) a-f+b-g:I— R ist differerenzierbar in xy € I und es gilt
(@a-f+b-9)(x0) =a- f'(xg) +b-g'(x0)- (Linearitit)
(i) f-g:1— R ist differenzierbar in xg € I und es gilt
(f - 9)'(w0) = f'(x0) - g(xo) + f(z0) - g'(w0).  (Produktregel)

(111) Falls g(x) # 0 fiir alle x € I, dann ist g : I — R differenzierbar in xo € I und
es gilt

(Quotientenregel)

(f>’ () = £10) - 9(x0) = (z0) - o (20)
9 [9(330)]2 '

Beispiel 3.10 (Ableitung des Tangens). Mit Hilfe der Quotientenregel stellen wir fest,

dass die Funktion tan: (—g, g) — R differenzierbar ist. Es gilt

1
:1+tan2<l’):m | 2

sin)’ cos?(x) + sin®(x
) (@) = @)+ sin’(a)

cos?(x)

tan’(z) = (

Beispiel 3.11. Mit Hilfe der Produktregel und Linearitét stellen wir fest, dass die Funk-
tion f: R = R, f(x) =z -exp(z) differenzierbar ist. Es gilt

f(x) = exp(x) + zexp(x) = (1 + x) exp(z) . >

Verkettungen

Definition 3.12 (Verkettung von Funktionen). Es seien A, B C R und f: B — R und
g : A — B Funktionen. Dann heifst die Funktion fog: A — R definiert durch

(fog)(x) = flg(x))

Verkettung oder Komposition von f und g. (Sprechweise: f nach g).



3.2 Differenzierbarkeit & Ableitung 45

Beispiel 3.13. Wir kénnen h: R — R definiert durch h(z) = e~*" schreiben als Ver-
kettung der Funktionen f: R — R, f(z) = exp(z) und g: R — R, g(x) = —2?; es gilt
h=fog. >

Kommen wir nun zu einem Resultat, das die Frage nach der Differenzierbarkeit einer
Verkettung beantwortet.

Satz 3.14 (Kettenregel). Seien I,J offene Intervalle und f: J — R und g: [ — J
Funktionen. g sei differenzierbar in xy € I und f sei differenzierbar in g(xg) € J.
Dann ist fog: I — R differenzierbar in xo € I und es gilt

(f 2 9)'(z0) = f'(9(x0)) - 9 (o) -

Beispiel 3.15. Mit Hilfe der Kettenregel konnen wir die Ableitung der Verkettung aus
Beispiel 3.13 bestimmen:
W (z) = —2x - exp(—a?). >

Beispiel 3.16. Mit Hilfe der Kettenregel konnen wir die Ableitung der Funktion f :
R — R, f(z) = @ bestimmen. Es gilt

f'(z) = cos(x)e ™), >
Umkehrfunktionen

Wir halten schliefslich noch fest, wie man ausgehend von der Ableitung einer bijektiven
Funktion die Ableitung der entsprechenden Umkehrfunktion bestimmen kann.

Satz 3.17. Seien I,J offene Intervalle und f: I — J bijektiv und differenzierbar
mit f'(x) # 0 fir x € I. Dann ist f~1 differenzierbar auf J und es gilt fiir jedes
Yo € J .

=1l ! o
U™ 0) = gy

(3.5)

Beispiel 3.18. tan: (—%, %) — R ist bijektiv und geméf Beispiel 3.10 differenzierbar
mit tan’(x) = 1 + tan?(x) # 0. Gemi® dem obigen Satz ist folglich

T T
tan: R — (——, —)
arctan 575
differenzierbar und es gilt
1 1

tan’(y) = - .
arctan (Z/) 1+ tan2(arctan(y)) L+ y2

>

Beispiel 3.19. exp: R — (0, 00) ist bijektiv und geméfs Rechenregel 3.8 differenzierbar
mit exp’(z) = exp(z). Geméal Satz 3.17 ist

In: (0,00) - R

differenzierbar und es gilt
() = o= -
exp(ln(y)) vy
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Bemerkung. Man kann Voraussetzung und Aussage von Satz 3.17 in folgendem Sinne
abschwiichen: Wenn f’ im Definitionsbereich I Nullstellen besitzt, dann ist f~' nur an
den Stellen o € J differenzierbar, an denen f'(f~!(yo)) # 0 gilt, und an diesen Stellen
gilt (3.5).

Mit Hilfe von Satz 3.17 konnen wir nun die Tabelle aus Rechenregel 3.8 vervollstandigen:

Funktionsvorschrift f(z) | Definitionsbereich | Ableitungsfunktion f'(z)
/(@) = arcsin(z) (-11) R
f(w) = arccos(z) (-1,1) F@) ==
f(z) = arctan(z) R (@) = 1 +1 .

flz) = In(z) (0, 00) f'(x) = %

3.3 Extremwertprobleme

3.3.1 Monotonie von Funktionen

Schon aus der Definition der Ableitung geht hervor, dass die Ableitung Informationen
iiber das Steigungsverhalten der Funktion liefert. Wir prézisieren diesen Zusammenhang
nun:

Definition 3.20. Eine Funktion f: D — R heifst

(i) monoton wachsend, wenn fiir alle x1, 9 € D gilt: x; < 29 = f(z1) < f(x2)

(ii) monoton fallend, wenn fir alle x1,z9 € D gilt: z1 < z9 = f(x1) > f(22)

(iii) streng monoton wachsend, wenn fir alle x1,xo € D gilt: x1 < 22 = f(z1) < f(x2)
(iv) streng monoton fallend, wenn fir alle z1, 29 € D gilt: ©1 < xo = f(x1) > f(22)

Der folgende Satz gibt nun ein Monotoniekriterium mit Hilfe der Ableitung einer Funktion
an.

Satz 3.21. Sei f: (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt
(i) ' >0 in (a,b) = f streng monoton wachsend in (a,b)
(it) f' <0 in (a,b) = f streng monoton fallend in (a,b)
(iit) f' >0 in (a,b) < fmonoton wachsend in (a,b)
(a,0)

(iv) f' <0 in (a,b) < fmonoton fallend in (a,b)

Man beachte, dass in den Aussagen (i) und (ii) keine Aquivalenz erwartet werden kann,
wie das Beispiel der auf R streng monotonen Funktion f : R — R, f(x) = 27 zeigt. Die
Funktion f ist streng monoton wachsend auf ganz R, aber es gilt f/(0) = 0.
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3.3.2 Maxima und Minima

Sei nun I C R ein beliebiges Intervall (offen oder abgeschlossen, beschréankt oder un-
beschriankt). Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit der Fragestellung, wie wir
Extremwerte, d.h. Maxima und Minima, einer gegebenen Funktion f: I — R auffinden
kénnen. Dazu prézisieren wir zundchst, was wir unter dem Begriff Fxtremum verstehen.
Hierbei unterscheiden wir zwischen lokalen und globalen Extremastellen.

Definition 3.22 (Globales Maximum & Minimum). Sei f : I — R eine Funktion.
Wir sagen, dass

(i) an der Stelle zog € I ein globales Mazimum liegt, falls f(xo) > f(x) fir jedes
z el

(ii) an der Stelle zy € I ein globales Minimum liegt, falls f(zo) < f(z) fiir jedes
x el

Die Stelle zg heifst globale Eztremstelle, wenn bei xg ein globales Maximum oder
Minimum liegt. Der Punkt (zg, f(z0)) wird als globaler Hochpunkt bezeichnet, falls
die Funktion ein globales Maximum an der Stelle xg hat und globaler Tiefpunkt, falls
sie an der Stelle ein globales Minimum hat.

Definition 3.23 (Lokales Maximum & Minimum). Sei f : I — R eine Funktion.
Wir sagen, dass

(i) an der Stelle xg € I ein lokales Maximum liegt, falls eine Zahl 6 > 0 existiert
mit der Eigenschaft, dass f(zg) > f(z) fir jedes z € (xg — d,z9 + ) N 1.

(ii) an der Stelle zp € I ein lokales Minimum liegt, falls eine Zahl 6 > 0 existiert
mit der Eigenschaft, dass f(zg) < f(z) fir jedes z € (xg — d, 29 + ) N 1.

Die Stelle zg heifit lokale Extremstelle, wenn bei x( ein lokales Maximum oder Mi-
nimum liegt. Der Punkt (xo, f(z¢)) wird als lokaler Hochpunkt bezeichnet, falls die
Funktion ein lokales Maximum an der Stelle xg hat und lokaler Tiefpunkt, falls sie
an der Stelle ein lokales Minimum hat.

Beispiel 3.24. Betrachte f: [-2,3] — R
definiert durch f(x) = 22 + 2. Es gilt:

Bei zg = —2 liegt ein lokales Maximum.

Bei 21 = 0 liegt ein globales Minimum.

Bei 22 = 3 liegt ein globales Maximum.
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Bestimmung von Extremstellen

Wir wollen uns nun mit der Bestimmung von lokalen und globalen Extremstellen diffe-
renzierbarer Funktionen beschéftigen:
Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion. Die Kandidaten fiir Extremstellen sind:

1. Stellen 29 € I mit f'(z) = 0. Diese Stellen werden als kritische Punkte bezeichnet.
2. Die Randpunkte des Intervalls I, falls diese in dem Intervall liegen.

Man beachte, dass dadurch lediglich alle Kandidaten fiir Extrema ermittelt werden;
es ist weder in 1. noch in 2. sichergestellt, dass es sich bei diesen Stellen tatsédchlich um
Extrema handelt!

Héufig sind Funktionen auf unbeschrankten Intervallen definiert. Dann ist es notwen-
dig die Grenzwerte fiir x — +00 zu bestimmen, um entscheiden zu koénnen, ob es sich
um globale oder lokale Extrema handelt. Wir beschreiben im Folgenden was wir damit
meinen.

Definition 3.25 (Grenzwerte fiir + — £00). Sei J ein unbeschrénktes Intervall und
f:J — R. Eine Zahl L € R heilt Grenzwert von f fir x — oo (bzw. fir x — —o0),
wenn fiir jede Folge (xy,)neny mit z, — oo (bzw. z, - —o0) und z,, € J fur jedes
n € N gilt

g f(on) = Lo
Wir schreiben dann li_)rﬂ f(z) =L bzw. lim f(z)= L.
r—00 T—r—00

Oft existieren die Grenzwerte fiir £ — 400 nicht. Wir schreiben

lim f(x) =00 bzw. lim f(x)= —o0,

T—00 T—00
wenn es zu jeder Folge (z,,)neny mit 2, — oo und zu jeder rellen Zahl K einen Index
N € N gibt, so dass f(xn) > K bzw. f(xy) < K gilt. Eine analoge Notation benutzen
wir fiir z — —o0.

Wie ermittelt man, ob ein kritischer Punkt zg € I ein Extremum ist? Fiihren wir uns
die Anschauung der Ableitung und einen kritischen Punkt xg vor Augen, so erkennen
wir, dass genau dann ein Extremum vorliegt, wenn die Ableitung an der Stelle xg einen
,Vorzeichenwechsel“ hat. Wir fassen zusammen:

Satz 3.26. Sei f: (a,b) — R differenzierbar mit f'(xo) = 0. Dann gilt

(i) An der Stelle zo liegt ein lokales Marimum <= FEs gibt eine Zahl € > 0
sodass f'(z) > 0 fir x € (xo — €,xz0] und f'(z) < 0 fir z € [zg,x0 + €)
(Vorzeichenwechsel der Ableitung von + nach — ).

(ii)) An der Stelle zo liegt ein lokales Minimum <= Es gibt eine Zahl € > 0
sodass f'(x) < 0 fir x € (xo — €,xz0] und f'(x) > 0 fir x € [zg,x0 + €)
(Vorzeichenwechsel der Ableitung von — nach +)..
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Héufig ist die Ableitungsfunktion f': (a,b) — R selbst differenzierbar, d.h. die zweite
Ableitung f”: (a,b) — R existiert. Mit Hilfe der zweiten Ableitung und dem Monotonie-
kriterium (Satz 3.21) ldsst sich ein hinreichendes Kriterium fiir Extrema aufstellen:

Satz 3.27. Sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar und xo € (a,b) erfille f'(xo) =
0. Dann gilt

(i) f"(z0) <0 = an der Stelle xq liegt ein lokales Mazimum.

(ii) f"(x0) >0 = an der Stelle xo liegt lokales Minimum.

Bemerkung. Man beachte, dass die Kriterien in Satz 3.27 lediglich hinreichend sind.
Insbesondere bleibt die Frage, ob an kritischen Punkten 2o mit f”(z() = 0 ein Extremum
vorliegt, durch diesen Satz unbeantwortet. In solchen Féllen helfen dann nur die notwen-
digen & hinreichenden Kriterien aus Satz 3.26, d.h. Untersuchung auf Vorzeichenwechsel
der ersten Ableitung.

Beispiel 3.28. Sei f : R — R gegeben durch f(z) = exp(—2?). Zu bestimmen sind alle
Extremstellen von ¢ inklusive der zugehorigen Funktionswerte. Losung:

Schritt 1: Kritische Punkte: f ist auf R zweimal differenzierbar und es gilt
§(@) = —2wexp(—a?),  ¢'(x) = (4a? — 2) exp(—a?).

Einziger kritischer Punkt zq ist die Lésung der Gleichung —2z exp(—2?) = 0,
namlich
o — 0.

Aufserdem ist die zweite Ableitung in dem kritischen Punkt zg = 0 negativ.
Es gilt f”(0) = —2 < 0. Bei 29 = 0 liegt also ein lokales Maximum vor mit

£(0) = 1.

Schritt 2: Randpunkte: Relevant fiir die Frage nach globalen Extrema ist das Verhalten
von f fir x — oo und z — —oo. Es gilt

lim f(z) =0 und lim f(z)=0.

Tr—00 T—r—00

Da die Funktion f auf dem gesamten Definitionsbereich positiv ist, besitzt
sie keine globalen Minima. Das lokale Maximum in ¢y = 0 ist sogar ein
globales Maximum.

>

Beispiel 3.29. Sei g : [0,00) — R gegeben durch g(x) = 2e™* + z. Zu bestimmen sind
alle Extremstellen von ¢ inklusive der zugehorigen Funktionswerte.

Losung:

Schritt 1: Kritische Punkte: g ist auf (0, 00) zweimal differenzierbar und es gilt

g (x) =—2e"" +1, g (x) =2e".
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Schritt 2:

xT

Einziger kritischer Punkt x ist die Losung der Gleichung 2e™* = 1, namlich

zo = —1In(3) = In(2) ~ 0,69.

Auflerdem ist die zweite Ableitung auf dem ganzen Definitionsbereich posi-
tiv. Bei zp = In(2) liegt also ein lokales Minimum mit dem Funktionswert

g(xo) =1+ 1n(2) ~ 1,69.

Randpunkte: Uberpriifen des Randpunktes 1 = 0 des Intervalls [0, 00) lie-
fert g(0) = 2. Wir erkennen mit Hilfe der ersten Ableitung, dass g auf dem
Intervall (0,1n(2)) streng monoton fallend ist, bei 21 = 0 liegt also ein lokales
Maximum.

Relevant fiir die Frage nach globalen Extrema ist auch das Verhalten von g
fiir x — oo. Es gilt

zlggo g(r) = 0.

Dabher besitzt die Funktion keine globalen Maxima, und das lokale Minimum
in ¢ = In(2) ist sogar ein globales Minimum.

Hier eine Skizze der Funktion:

Héufig sind wir daran interessiert Optimierungsprobleme unter Nebenbedingungen zu
16sen. Wir beschrénken uns in dieser Vorlesung auf Nebenbedingungen, die explizit nach
einer Variablen umgeformt werden kénnen. Wir erldutern unser Vorgehen an einem Bei-

spiel.
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Beispiel 9. Ein Draht der Lénge 20 cm soll eine rechteckige Fléche mit maximalem
Flacheninhalt umrahmen. Welche Lange haben dann die Rechteckseiten?

Lésung: Der Flicheninhalt eines Rechtecks ist gegeben als A = x-y, wobei z,y € R
die Léangen der Rechteckseiten sind. Die Nebenbedingung liefert uns

200=2(x+y) ©y=10—uz.
Setzen wir dies wieder in A ein erhalten wir eine Funktion
A:[0,10] = R, A(z) =2(10 — z) = 10z — 22

fiir die Fliache in abhéngigkeit von z. Von dieser Funktion kénnen wir die Extrem-
stellen bestimmen. Es gilt

Allz)=10-2z =0 x =5.

Es ist sofort klar, dass es sich bei x = 5 um eine Maximalstelle handeln muss, da der
Graph von A einer nach unten gedffneten Parabel entspricht. Die Flache wird also
maximal fiir z = y = 5 cm und hat dann einen Flicheninhalt von A = 25 cm?.

3.3.3 Hilfsmittel zur Bestimmung von Grenzwerten: Die Regel von
I"'Hospital

Wir haben gesehen, dass das Grenzwertverhalten einer Funktion im Unendlichen bei der
Untersuchung von Maxima und Minima von Funktionen auf unbeschrankten Intervallen

sehr wichtig ist. Zur Frage, ob ein vorgelegter Grenzwert der Form lim % existiert,
T—00

gibt es eine Regel, welche die Ableitungen der auftretenden Funktionen verwendet: Die
Regel von ’Hospital®:

Sei a € R oder a = —oo. Fiir differenzierbare f,g : (a,00) — R mit li_)m f(x) =0 =
lim g(z) = oo oder lim f(z) =0= lim g(x) = oo gilt
T—00 T—00 T—00

lim @ = lim (@)
romo g(z)  aoo ()

(3.6)

Betrachtet man stattdessen differenzierbare Funktionen f,g : (—00,b) — R mit b € R
oder b = 00, so kann man in den obigen Voraussetzungen x — co gegen © — —oo ersetzen
und erhélt in diesem Fall

i 4@ o (@)

im im .

(3.7)

z——o0 g(x) 2——00 ¢'(T)

Beispiel 3.30. Wir untersuchen das Grenzverhalten von z2e~* fiir x — oco. Die Vor-

aussetzung zur Anwendung von (3.6) sind gegeben und wir wenden diese Regel zweimal
an: )
2
lim —— = lim ——> = lim ——— =0. >
T—00 exp(x) T—00 exp(m) T—00 exp(x)

SBenannt nach dem Franzosen GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE, MARQUIS DE L’HOSPITAL (1661—
1704).
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Dieses Beispiel kann man auch verallgemeinern und damit einsehen, dass

n

=0 fiir jedesn € N.

lim

Mit anderen Worten: Die Exponentialfunktion strebt schneller gegen Unenendlich als
jede Potenzfunktion.



4 Integralrechnung

4.1 Einfihrung und Motivation

Insbesondere auch in den Biowissenschaften spielt die Untersuchung von Konzentrationen
eine wichtige Rolle, z.B. die Untersuchung der Blutalkoholkonzentration oder der Schad-
stoffkonzentration in der Atemluft. Wir greifen das Beispiel der Schadstoffkonzentration,

d.h. die Menge an Schadstoffen pro Volumeneinheit (etwa in ©%), fiir diesen einfiihrenden
Abschnitt auf.

m3
Es ist sinnvoll anzunehmen, dass die Schadstoffmenge, die ein Mensch iiber die Atemluft
aufnimmt, ndherungsweise proportional zur Schadstoffkonzentration und zur Zeitdauer
ist, die diese Person der unsauberen Luft ausgesetzt ist. Das Verhéltnis von aufgenom-
mener Menge Luft (Volumen) pro Zeiteinheit sei konstant. Von Interesse ist die gesamte
Schadstoffmenge S, der die Person in einem vorgegebenen Zeitraum ausgesetzt ist.

Wenn wir also zunéchst die zusétzliche Annahme treffen, dass die zeitliche Schadstoff-
dichte mg/ sec — bezeichnet mit f — im Beobachtungszeitraum nicht variiert, ergibt sich
die Schadstoffmenge S, der die Person im Zeitraum [a, b] ausgesetzt ist, durch

S=f-(b—a).

Dies entspricht der Fliche des Rechtecks mit Hohe f und Breite b — a:

f
Grafik 4.1: Ist die Schadstoffkonzentration f

(in blau) zeitlich konstant, so ergibt sich die

gesamte Schadstoffmenge, der die Person im

Zeitintervall [a, b] ausgesetzt ist, als Flachen-
! inhalt des roten Rechtecks.

Diese Situation verkompliziert sich in mathematischer Hinsicht, wenn sich die Schad-
stoffkonzentration im zeitlichen Verlauf dndert. Die zu berechnende Flache ist nun kein
Rechteck mehr, sondern eine Fléache, die durch die Funktion f, die Zeitachse sowie durch
die Zeitpunkte a < b berandet wird:

Die Idee zur Berechnung der gesuchten Fliache besteht darin, sie durch schmale Rechtecke
aufzufiillen. Wir prézisieren dies im folgenden Abschnitt.
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Grafik 4.2: Problemstellung bei zeitlich variie-
render Schadstoffkonzentration f (in blau)

4.2 Definition des Integrals

4.2.1 Approximation durch Ober- und Untersumme

Seien a < b sowie f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.

Zu einer vorgegebenen Feinheit n € N unterteilen wir das Intervall [a, b] in n gleich grofe
Teilintervalle [z;_1,x;], also

. b—a
T,=a-+1- , 1=0,...,n.
n

b—a
—

Offensichtlich hat jedes Teilintervall die Lange x; — x;—1 =

Untersumme In jedem Intervall [x;_;, z;] wihlen wir als Hohe des Balkens den Funkti-
onswert an einer Stelle [; € [z;_1, z;] mit

fl) < f(x) fir alle z € [zi—1, 2], i=1,...,n.

Der i-te Balken hat also die Breite b_T“ und Hohe f(l;). Die Summe der Flachenin-
halte der n Rechtecke, also

U= 30000y = 20 ),
=1

N n
=1

wird als n-te Untersumme U, bezeichnet.

Obersumme Analog lésst sich die n-te Obersumme O,, definieren, indem man anstelle
der [; nun Stellen k; € [z;_1,x;] wihlt mit

f(ki) > f(o) fir alle x € [zj—1,24], i=1,...,n.

Also On:zn:b_af(kz‘) = b;aif(ki)~
i=1

; n

=1
Bemerkung 4.1. Man beachte, dass f(l;) negativ sein kann. In diesem Fall ist auch
b_Ta f(;) negativ, d.h. hier geht der Flacheninhalt des entsprechenden Balkens mit nega-
tivem Vorzeichen ein.
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| I} I}
12 3 12 3

Grafik 4.3: Untersumme (links) und Obersumme (rechts) der Funktion z ~ 2% mit a = 0,
b:3, n=29, li:xi_l und k:i:a:i.

Wir nennen eine Funktion nun integrierbar, wenn bei unendlicher Feinheit ein sinnvoller
Grenzwert zustande kommt:

Definition 4.2. Seien D C R und [a,b] C D, a < b. Eine Funktion f: D — R heifst
(Riemann-)integrierbar auf [a, b], falls die Grenzwerte

lim U, und Ilim O,
n—o0 n—oo

b

existieren und iibereinstimmen. Dieser Grenzwert wird dann mit / f(z) dz bezeich-

a

net. Es gilt also

n—00

b
/f(x) dz = lim U, = lim O,.
n—o0

Beispiel 4.3. Sei f: [—1,1] — R definiert durch f(x) = x. Dann gilt

1
/mdsz. >
-1

1,,

[ f@dx=0
Grafik 4.4: Den Flachenstiicken unterhalb der 2-Achse wird ein

A 1 negativer Wert zugeordnet.
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Flicheninhalt zwischen Graph und z-Achse

Das obige Beispiel 4.3 zeigt, dass bei der Berechnung des Flacheninhalts zwischen Graph
und z-Achse besondere Vorsicht geboten ist, sofern die Funktion negative Werte annimmt.
Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann berechnet sich der Flacheninhalt A
der Flache zwischen Graph und x-Achse geméfs

A= /b f()] da.

Weitere Konventionen und hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit

Fiir eine integrierbare Funktion f vereinbaren wir

b a c
f(z)dz=— [ f(z)dz wund f(z) dz =0 fur alle ¢ € [a,b].
[t [ |

Hinreichend fiir die Integrierbarkeit auf Intervallen vom Typ [a, b] einer Funktion f sind
z.B. folgende Eigenschaften:

— f ist differenzierbar! auf D oder
— f ist beschrankt auf [a,b] oder
— f ist monoton wachsend/fallend.

Insbesondere konnen wir festhalten, dass alle Funktionen, die wir in Kapitel 2 kennenge-
lernt haben, auf beschrénkten Teilintervallen ihres Definitionsbereichs integrierbar sind.

!Diese Voraussetzung ist sehr stark. Es wiirde auch geniigen zu fordern, dass f (stiickweise) stetig ist.
Diese Begriffe haben wir allerdings nicht eingefiihrt.
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4.2.2 Erste Eigenschaften

Die folgenden Eigenschaften lassen sich mit der obigen Definition leicht nachvollziehen.

Satz 4.4. Seien f: D — R und g : D — R auf [a,b] C D integrierbare Funktionen.
Dann gelten folgende Eigenschaften:

(i) Fiir alle Zahlen o, 5 € R ist

b b

b
/(a fl@)+B-gz)de=a- /f(;];) der+ - /g(g:) dz. ( Linearitdt)

a a

(11) Fiir alle c € [a,b] ist

b G b
/f(a:) dz = /f(x) dz + / f(x) dz. ( Additivitat im Integrationsbereich)

b b
(i1i) Gilt f(z) > g(z) fir alle x € [a,b], so folgt /f(x) dz > /g(x) dz.

(Monotonie).

b

b
(iv) s gilt /f(:c) dz| < /\f(x)\ dz < (b— a) max{|f(z)|: = € [a,B]}.

a

4.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es wire zeitraubend und umsténdlich, bei jeder auftretenden Integralberechnung eine
Approximation durch Ober- bzw. Untersummen durchzufiihren. Gliicklicherweise gibt
es ein effektiveres Konzept mit Hilfe von Stammfunktionen. Dabei heiftt F': D — R
Stammfunktion von f: D — R, falls gilt

F'(z) = f(x) fiir jedes x € D.

Vorsicht: Offensichtlich gibt es zu gegebenem f unendliche viele Stammfunktionen: Falls
F Stammfunktion von f ist, dann ist auch F' + ¢ fiir jedes ¢ € R eine Stammfunktion.
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Satz 4.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Seien I C R ein offe-
nes® Intervall und f: I — R eine differenzierbare® Funktion.

(i) Seic € I. Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch
F(z) :/f(t) dt, ze€l,
c

d.h. fiir das so definierte F gilt F'(x) = f(x) fir jedes z € 1.

(i1) Fir jede Stammfunktion H von f und a,b € I gilt

a

b
/ (@) dz = H(b) — H(a) = H(z)

“Wie zu Beginn von Abschnitt 3.2 erldutert.
®Auch hier wire die Stetigkeit von f wieder hinreichend.

Beispiel 4.6. Sei f: R — R definiert durch f(z) = cos(z). Dann ist sin(x) eine Stamm-
funktion von f, denn es gilt gemdR Rechenregel 3.8 sin’(z) = cos(x) fiir jedes z € R.
Mit Hilfe des Hauptsatzes konnen wir nun z.B. das Integral iiber das Intervall [0, 7/2]
berechnen:

w/2

w/2
/ cos(x) dz = sin(zx) . = sin (5) — sin(0) = 1. >
0

Elementare Stammfunktionen

Von den elementaren Funktionen aus Kapitel 2 listen wir nun die Stammfunktionen
auf. Diese Liste ist (mit Ausnahme der Stammfunktion von tan(x)) die inverse Liste von
Rechenregel 3.8 und ihrer Ergénzung mit Hilfe der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen
auf Seite 46. Dort findet man auch jeweils die Definitionsbereiche, die wir hier zugunsten
der Ubersichtlichkeit fortlassen.
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Rechenregel 4.7.

Funktionsvorschrift f(x) | Eine Stammfunktion von f
c(ceR) cx
1

@ mit a € R -1 -zttt
:i mit a € R, a # T 2%
= In |z|
57
exp(2) exp(z)
sin(z) — cos(x)
cos(x) sin(x)
tan(x) — In |cos(x)|

1

22 arctan(z)

1 in(2)
e arcsin(x
V1— 2?2

—1
— arccos(x
T (z)

Beispiel 4.8. Wir weisen hier exemplarisch nach, dass In|z| tatsdchlich eine Stamm-

1
funktion der Funktion f: R\ {0} = R, f(z) = —, ist.
x

/

/ 1
Fiir x > 0 gilt geméf Satz 3.17 [In|z|] = [In(x)] = —. Fir 2 < 0 gilt
x

Vorsicht: Das Integral

einer Funktion f: D — R ist nur definiert, falls [a,b] C D. Anders gesagt: Man darf nicht
b

1
iiber Definitionsliicken hinweg integrieren. Z.B. ist / — dz nur definiert, wenn a,b < 0
x

a
oder a,b > 0. Man darf nicht dber die Null hinweg integrieren.

4.4 Techniken zum Auffinden von Stammfunktionen

Im Gegensatz zur Differentiation, fiir die wir in Unterabschnitt 3.2.2 konkrete Regeln zur
Bestimmung der Ableitung aufgestellt haben, ist die Bestimmung von Stammfunktionen
von Produkten, Quotienten oder Verkettungen im Allgemeinen viel schwieriger. Dennoch
gibt es einige Techniken, welche die Suche nach einer Stammfunktion erleichtern kénnen.
Zwei davon behandeln wir in diesem Abschnitt.
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4.4.1 Partielle Integration

Satz 4.9 (Partielle Integration). Seien f,g,¢9' : D — R differenzierbar. Dann gilt
fir la,b] C D:

Mit anderen Worten besagt die partielle Integrationsregel, dass f - g eine Stammfunktion
von f'-g+ f-¢' ist. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Produktregel der Differentiation
(Satz 3.9).

Man kann leider kein generelles Verfahren anbieten, welche der beiden Faktoren als Ab-
leitung f’ zu benennen ist, und welche als Funktion g. Ziel ist aber, durch Ableiten einer
der beiden Funktionen ein einfacheres oder bereits bekanntes Integral auf der rechten
Seite der Formel der partiellen Integration zu erhalten.

Beispiel 4.10. Wir betrachten

2 ) 2
/e"”~a: dr= ¢e* - = — e’ - 1 dx
— =~ ~ =~ _, — =~
22 fl(x) g(x) f(x)  g(z) Z2 f(z) g'(x)
2
—e?.2—e 2. (=2)—¢"
-2
=22 4+2 2 —(2—e Y =e2+3e72 >

Obwohl die partielle Integration auch als Regel zur Bestimmung der Stammfunktion von
Produkten verstanden werden kann, ist sie mitunter auch niitzlich, wenn der Integrand
gar kein Produkt ist:

Beispiel 4.11. Gesucht ist eine Stammfunktion von In: (0,00) — R. Wir verwenden
Satz 4.5 (mit ¢ = 1) und erhalten

T x T

/m(t) dt = /1-1n(t) at :t-ln(t)‘j —/ti at

1 1 1
T

:x-ln(x)O/ldt:x-ln(x)x+1.
1

Also ist z - In(x) — x eine Stammfunktion von In(x); sie unterscheidet sich nur um die
Konstante +1 von der oben ermittelten Funktion. Wiirden wir nicht ¢ = 1 setzen, wiirde
sich die entstehende Funktion um eine andere Konstante von z - In(x) — x unterscheiden.
Sie wire also ebenso eine Stammfunktion von In(x). >

Bemerkung. Schon aus Satz 4.5 geht hervor, dass die Wahl von c¢ fiir das Bestimmen
einer Stammfunktion (wie in Beispiel 4.11) vollig irrelevant ist. Dies haben wir auch
im genannten Beispiel eingesehen. Aus diesem Grund verzichtet man beim Bestimmen
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einer Stammfunktion oft auf die Notation der Grenzen und setzt nur in Gedanken als
obere Grenze x. Die untere Grenze c¢ ignoriert man. Diese Schreib- und Vorgehensweise
ist durch die gemachten Uberlegungen legitimiert.

Die Notation der Grenzen beim Bestimmen von Integralen (wie in den Beispielen 4.6,
4.10, 4.13 und 4.14) ist hingegen zwingend erforderlich.

4.4.2 Substitutionsregel

Zur Integration von Verkettungen bietet sich folgendes Verfahren an. I bezeichnet wieder
ein offenes Intervall.

Satz 4.12 (Substitutionsregel). Sei f : I — R differenzierbar sowie g,g9' : D — I
differenzierbar. Weiterhin sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir [a,b] C D:

Obiger Satz besagt mit anderen Worten: F o g ist eine Stammfunktion von (f o g) - ¢’
Dies folgt unmittelbar aus der Kettenregel der Differentiation (Satz 3.14).

Beispiel 4.13. Zu bestimmen ist fiir vorgegebene a,b € R das Integral

b

/I'B_I? dx.

a

Hierbei ist (f o g)(z) = e~* eine Verkettung der Funktionen (vgl. auch Beispiele 3.13
und 3.15)
f:R—=R, f(r) =exp(z), und g¢:R— R, g(z)=—z2.

Damit gilt ¢’(z) = —2z und mit Hilfe der Substitutionsregel erhalten wir

b b —p2
—1 —1
/xe © dg = /(—21‘)6_“”2 dr = 5 / e du
a a a2
—a

Substitutionsregel im Spezialfall: ¢’ konstant

Wenn die innere Funktion g in der Substitutionsregel linear ist, d.h. von der Form g(z) =
mx + ¢, dann vereinfacht sich die Regel zu

% [F(mb+¢) — F(ma +c¢)] . (4.1)
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Beweis. Mit g(x) = mx + ¢ gilt ¢'(x) = m. Aus der Substitutionsregel und Satz 4.4(i)
folgt dann

/f(m:n—{—c) dx:;/mf(mx+c)d:v:1[F(mb—|—c)—F(ma+c)]. O

3

5
1 a7 1/1 -1
i S v (1) ===,
/sm(5ar—|—7r)dx 5[ cos<3)+cos(7r)] 5<2 ) 10
0

4.5 Uneigentliche Integrale

4.5.1 Unbeschrdnktes Integrationsintervall

Zunachst ist unser Ziel, unter gewissen Voraussetzungen auch das Integral iiber unbe-
schrinkte Intervalle zu definieren. Solche Integrale, die wir bisher nicht zugelassen hatten,
werden als uneigentliche Integrale bezeichnet. Sie werden als Grenzwert von Integralen,
die uns aus den vorigen Abschnitten bekannt sind, definiert. Z.B. definiert man

/f dr = lim Lf() da,

a

falls dieser Grenzwert existiert. Analog definiert man

/a flw) de = tim_ / f() da
—c0 L
7f(a:)dx:/af(:1;)dx+/oof(a:)dx (a €R),

immer unter der Voraussetzung, dass die auftretenden Grenzwerte existieren.
Beispiel 4.15.

und

7 L
—dx— lim [ 27 ?dz = lim (—m_l’ ) = lim (L7 '+1)=0+1=1.
L—o0 L—o0 1 L—o0
7 L
/ex dz = hm <—ex ) = lim(—e P +1)=0+1=1. >
0 L—o00

0
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1,25 + 1,25 +
1,00 -+ \ 100 §
0,75 + 0,75 +
0,50 + 0,50 +
0.25 + 0,25 +
X
% % 1 % % w }
1 2 3 4 1 2 3 4

Grafik 4.5: Die beiden uneigentlichen Integrale aus Beispiel 4.15. Links =2 auf [1,00) und
rechts exp(—x) auf [0, c0).

Vorsicht: Nicht jedes uneigentliche Integral existiert. Z.B. gilt

L
1
lim [ —dz= lim In(L) = 0.
L—oo x L—oco
1

4.5.2 Definitionsliicken des Integranden

Man verwendet auch dann das Konzept des uneigentlichen Integrals, wenn man tiber ein
Intervall integriert, dessen Rand eine Definitionsliicke von f ist.

1
Beispiel 4.16. Sei f: (0,00) — R definiert durch f(x) = ISVER An der Stelle 0 ist
x

die Funktion nicht definiert; es gilt? li{% f(x) = co. Dennoch existiert das uneigentliche
€T

Integral {iber [0, 1]:
1 1

L dr=1tim [~ de = tim (24
PIEREN Y PSRN AT
0 €

Vorsicht: Wie bei uneigentlichen Interegralen {iber unbeschréankte Integrationsintervalle
gilt auch hier wieder die gleiche Warnung: Nicht jedes uneigentliche Integrale existiert.
Beispielsweise gilt

1

lim [ 272 dz = lim (—1 —f—eil) — 0.
e\0 e\
€

Auferdem ist es weiterhin verboten (und wird es auch immer bleiben), iiber Definitions-
liicken hinweg zu integrieren.

*Wir haben den hier auftretenden Grenzwert formal bisher nicht definiert. Wir schreiben li\r"% flx) =

L € R, wenn fiir jede Folge (¢n)nen mit €, € (0,00) und lim &, =0 gilt lim f(e,) = L.



64 4 Integralrechnung

4.6 Anwendung: Wahrscheinlichkeit, Dichtefunktion und
Erwartungswert

In den Naturwissenschaften tauchen haufig Grofsen X auf, die gewissen statistischen
Schwankungen unterliegen (z.B. Korpergrofe, Trachtigkeitszeiten bei Sdugetieren, Tem-
peratur, Lebenserwartung, ...). Da der Wert der Grofe X in einer gewissen Weise vom
Zufall abhéngt, nennt man X auch Zufallsgrofe. Formal ist eine Zufallsgrofte eine Abbil-
dung von der Menge aller moglichen Ereignisse eines Zufallsexperiment in die Menge der
reellen Zahlen.

Eine Funktion p : R — [0,00) heifit Dichtefunktion (oder kurz Dichte), wenn p auf
(—00, 00) integrierbar ist mit

o0

/ p(z) dz = 1.

—0o0

Haufig liegt fiir Zufallsgrofen eine empirisch bestimmte Dichte vor. Mit Hilfe der Dich-
tefunktion kann die Wahrscheinlichkeit P(t; < X < t9) berechnet werden, dass X Werte
in einem gegebenen Intervall [¢1,t2] C R annimmt:

to

Pty < X <t3) = [ p(z)dx.
/

Der Erwartungswert X einer Zufallsgrofe X gibt diejenige Zahl an, die die Zufallsgroke
im Mittel annimmt. Fiir eine Zufallsgrofte X mit einer Dichtefunktion p ist der Erwar-

tungswert gegeben durch
o0

X = / x - p(zr) de. (4.2)

— 00

Beispiel 4.17 (Exponentialverteilung). Die sog. Exponentialverteilung zum Parameter
A > 0 wird beispielsweise bei der Frage nach der Lebensdauer von Atomen bei radioak-
tivem Zerfall verwendet. Sie besitzt eine Dichtefunktion p : R — [0, 00) definiert durch

Aexp(—Az), falls z >0,
p(z) =
0, falls < 0.

Wir zeigen zunéchst, dass p eine Dichtefunktion ist:
Es gilt fiir L >0 und A >0

L
lim [ Aexp(—Azx) dz = Llim (1 —exp(—LA)) =1.
—00

L—oo
0

Damit ist nachgewiesen, dass p tatséchlich eine Dichtefunktion ist.
Wir berechnen nun den Erwartungswert einer durch p definierten Zufallsgréfe X:
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Mit (4.2) und partieller Integration gilt

L L
_ L
X = lim | zAexp(—Az) = lim (—:L‘exp(—)\:n))‘ + lim [ exp(—Azx) dz
L—oo L—oo 0 L—oo
0 0
— lim (—Lexp(—AL)+ = (1 — exp(=AL)) ) =
e \ TP TP N

Beispiel 10 (Mittlere Fiitterungsintervalle bei Meisen, aus [BJK07, Abschnitt 7.5]).
Untersucht werden soll die Zeitdauer 7" in Minuten zwischen zwei Anfliigen des Nes-
tes. Es wurde empirisch folgende Dichtefunktion p : R — [0, c0) fiir T' ermittelt:

2t, fiir t € [0,1)
p(t) =413 —1), firte(l,3
0 sonst.

Man rechnet leicht nach, dass es sich bei p wirklich um eine Dichte handelt. Fiir die
mittlere Fiitterungsintervalllinge gilt T' = %. Zwischen zwei Nestanfliigen liegt also
im Mittel eine Dauer von 1min 20s. Die zugehorige Rechnung ist Teil der Ubungs-

aufgaben.
p(x)
1,0 +
0,5 + Grafik 4.6: Graph der Dichtefunktion aus Beispiel 10.
x
% % w
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5.1 Rechnen mit Matrizen und Vektoren

Eine (n x p)—Matriz A ist ein rechteckiges Zahlenschema mit n Zeilen und p Spalten:

ai; ai2 ... Qip
a1 a2 ... dAzp
A = (ai)1<i<n =
1<j<p
Gnp1 An2 ... GQpp

Fiir die Eintrige a;; mit ¢ € {1,...,n} und j € {1,...,p} gilt a;; € R. Der Index 7 heifit
Zeilenindez, der Index j heiflt Spaltenindex.
x
Ein Vektor x der Linge n ist eine (nx1)-Matrix: x = | @ | mitx; € Rfiiri € {1,...,n}.
In
Die Menge aller (n x p)-Matrizen bezeichnen wir mit R™*?P und die Menge aller (n x 1)-

Vektoren mit R™.

Um einen Vektor x € R? in ein Koordinatensystem zu zeichnen, verbindet man den
Nullpunkt! (0,0) mit dem Punkt (21, 3). Vektoren werden als Pfeile mit der Pfeilspitze
in (z1,z2) dargestellt (siehe Grafik unten). Das folgende Beispiel zeigt eine Darstellung

des Vektors x =

3
4
3
4
2 —
== ()
1
0
0 1 2 3 4 5

'Ein Vektor, der im Nullpunkt startet, wird haufig auch als Ortsvektor bezeichnet. Da Vektoren unab-
héngig von dem Startpunkt sind, sondern nur durch die Richtung und Lénge definiert sind, erhalt man
den gleichen Vektor, wenn man den Start- und Endpunkt des Ortvektors gleichermafsen verschiebt.
Im Rahmen dieser Vorlesung ist es jedoch ausreichend, dass wir uns auf Ortsvektoren beschranken.
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Aus dem Satz von Pythagoras folgt, dass die Lénge eines Vektors x € R™ gegeben ist

durch [|z|| = /2% + -+ + 22. In dem obigen Beispiel gilt: ||z| = /16 + 9 = 5.

Beispiel 11 ([Ste04, Beispiel 7.6.1]). Es gebe in einer Nahrungskette n Pflanzensor-
ten, die von p Pflanzenfressern konsumiert werden. Die von Pflanzenfresser j beno-
tigte Menge der Pflanzensorte 4 sei mit a;; bezeichnet. Diese Kosummengen kénnen

wir in einer Matrix der obigen Form zusammenfassen.

Angenommen, es gibt nun z; Pflanzenfresser der Art j. Dann ldsst sich die Menge b1,
die durch alle Pflanzenfresser von der Pflanzensorte 1 konsumiert wird, so berechnen:

by = anx1 + a1222 + aizxs + ... + apxy,

und analog fiir alle Planzensorten i = 1,...,n:

b, = aj1x1 + ajpxo + aj3x3 + ...+ AipTp -

Produkt Matrix-Vektor Motiviert durch dieses Beispiel definieren wir die Multiplikation
einer Matrix A € R™*P mit einem Vektor x € RP durch

ai1xry + ...

ag1x1 + ...
S oo

an121 +

aF A1pTp
+ az2pTp
aF o

+ AnpTp

eR".

Fiir den Vektor b aus Beispiel 11, dessen i-te Komponente b; die an Pflanzensorte
1 konsumierte Menge angibt, gilt also b = A - x.

Des Weiteren definieren wir:

Produkt Zahl-Matrix Fiur A € R und A € R™"*P definiere

C = XA durch ¢;; = Aayy,

1<i<n,1<j<p.

Addition Matrix-Matrix Fiir A, B € R™"*P definiere

C=A4+B durch ¢; = a4 + by,

1<i<n,1<j<p.

Multiplikation Matrix-Matrix Fiir A € R™*™ und B € R"*P definiere

(5.3)

C’:A-Bdurchcij:ailblj—i—aigbgj+...+aimbm]~, 1<i<n,1<5<p.

(5.4)
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Beispiel 5.1. Wir berechnen das Produkt der Matrizen A € R?*3 und B € R3*3, wobei

1 0 3
A:<_23 _41 g) B=13 0 5
2 15
Es gilt
A B 2-1+(-1)-343-2 2:0+(-1)-0+3-1 2-3+(—-1)-5+3-5
-\ -3-1+4-3+5-2 -3-0+4-0+5-1 —-3-3+4-5+5-5
(5 3 16
—\19 5 36)° g
Bemerkung.

— Beim Matrixprodukt A - B muss die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl der
Zeilen von B iibereinstimmen, sonst ist das Produkt nicht definiert.

— Fiir A, B € R™" d.h. wenn A und B quadratische Matrizen derselben Grofse sind,
sind beide Produkte A-B und B- A definiert. Diese stimmen aber i.A. nicht iiberein,
siehe Ubungen.

— Das Produkt Matrix-Vektor ist offensichtlich nur ein Speziallfall des Produkts
Matrix-Matrix.

— Ausfiihrliche Rechenbeispiele zu allen vorgestellten Operationen findet man z.B. in

Abschnitt 2.1.2 von Eickhoff-Schachtebeck/Schébel?.

2Eickhoff-Schachtebeck/Schébel, Mathematik in der Biologie, Springer 2014
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5.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten ein einleitendes Beispiel.

Beispiel 12 (|[BJKO07, Beispiel 9.1]). Die folgende Tabelle enthélt die Nahrstoffge-
halte in g/100g von vier verschiedenen Lebensmitteln:

H Kartoffeln ‘ Erdbeeren | Fleisch | Mohren

Protein 2 15 1 1
Kohlenhydrate 15 0 7 6
Ballaststoffe 3 0 2 6

T1,...,24 bezeichne die Menge an Kartoffeln, Erdbeeren, Fleisch bzw. Mohren in

einem bestimmten Menii.

b1, bo, b3 bezeichne die Menge an Protein, Kohlenhydraten bzw. Ballaststoffen in
diesem Menii.

Dann gilt mit

2 15 1 1
A=115 0 7 6 die Identitat A-x=Db.
3 0 2 6

Wir moéchten nun aus diesen vier Lebensmitteln ein Menii zusammenstellen, das ge-
nau 22 g Protein, 49 ¢ Kohlenhydrate und 20 g Ballaststoffe je 100 g enthélt. Gesucht
ist also ein Vektor® x € R*, der

22
A-x=149 erfullt.
20

“Die Bedingung, dass die Eintrage einer sinnvollen Losung x séamtlich nichtnegativ sein miissen,
lassen wir vorerst unberiicksichtigt.

Definition 5.2.

(i) Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist eine Gleichung der Form A - x = b mit
AeR"™P x € RPund b € R™.

(ii) Die Matrix (A[b) € R+ definiert durch Hinzunahme des Vektors b, also
aip ... Qip bl
(by=| : ],
pl  -.. Gpp | by

heifst erweiterte Koeffizientenmatriz zum LGS A -x = b.
7.B. lautet die erweiterte Koeffizientenmatrix zum LGS in Beispiel 12
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(iii) Die Losungsmenge L(A;b) C RP eines LGS besteht aus allen x € RP, die A-x=Db
erfiillen. x € L(A; b) heifit Losung.

(iv) Zwei LGS A-x =b und Ar-x = br heien dquivalent, falls sie dieselben Losungs-
mengen besitzen, d.h. falls L(A;b) = L(A/; b/) gilt.
5.2.1 Lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform
Wenn ein LGS eine besondere Gestalt hat, kann man Losungen leicht ablesen. Eine solche
besondere Gestalt ist die folgende: Eine erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) mit A €
R™ P und b € R™ liegt in Zeilenstufenform vor, falls sie fiir ein r € {0,1,..., min(n,p)}

folgende Gestalt hat:

* bl

(Alb) = PR (5.6)

Die Sternchen * kennzeichnen hierbei Eintrige in der Matrix, die ungleich Null sind. Alle
FEintrdge unterhalb der horizontalen Linien miissen gleich Null sein. Die horizontalen
Linien konnen verschiedene Langen haben; die vertikalen hingegen erstrecken sich iiber
genau eine Zeile. Insbesondere enthélt A genau n — r Nullzeilen.

Satz 5.3 (Losungen von LGS in Zeilenstufenform). Ein lineares Gleichungssystem
(A|b) mit A € R™*P ynd b € R" liege fir einr € {0,1,...,min(n,p)} in Zeilenstu-
fenform (5.6) vor. Dann ergeben sich folgende Fille fiir die Struktur der Lésungs-
menge L(A;b):

Fall 1: Es gilt r <n und b; # 0 fir eini € {r+1,...,n}. Mit anderen Worten:
Es liegt mindestens eine Zeile mit einem Widerspruch vor. Dann gilt

L(A;b)=10.

Fall 2: Es gilt r <mn und b; =0 fir allei € {r+1,...,n}. Mit anderen Worten:
Es gibt n — r Zeilen vom Typ 0 = 0. Dann kénnen p — r Komponenten
einer Losung x € RP frei gewdhlt werden, die ibrigen sind durch die r
Gleichungen festgelegt.

Bemerkung 5.4. Fall 2 beinhaltet zwei wichtige Spezialfélle:

— Zusétzlich zu den Bedingungen aus Fall 2 gilt » = n. Dann enthélt A in der Zei-
lenstufenform (5.6) keine Nullzeile. Insbesondere existiert dann mindestens eine
Lésung.
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— Zusétzlich zu den Bedingungen aus Fall 2 gilt » = p. Dann kénnen p —r = 0
Komponenten einer Losung frei gewéhlt werden, d.h. es gibt genau ein x € RP, das
A-x =Db l6st.

Diese beiden Spezialfélle konnen offenbar auch gleichzeitig auftreten, wenn namlich p =
n =r gilt.
5.2.2 Das Gaullsche Eliminationsverfahren

Um ein gegebenes LGS in ein adquivalentes System mit einfacherer Form zu bringen,
halten wir die Operationen fest, die dabei erlaubt sind.

Rechenregel 5.5 (Elementare Zeilenoperationen). Seien A € R™*P und b € R".
Folgende Zeilenoperationen tberfiihren ein lineares Gleichungssystem (A|b) in ein
dquivalentes System:

Typ I: Addition des A\-fachen einer Zeile i zu einer Zeile k, wobei i # k, A # 0.
Typ II: Vertauschen von zwei Zeilen.

Typ III: Multiplikation einer Zeile i mit einer Zahl X # 0.

Diese Typen von Operationen reichen aus, um ein lineares Gleichungssystem in ein dqui-
valentes System in Zeilenstufenform zu {iberfiihren. Die Hintereinanderausfithrung dieser
Operationen wird als Gaufsches Eliminationsverfahren oder Gauf-Algorithmus® bezeich-
net. Wir halten dies in folgendem beruhigenden Satz fest:

Satz 5.6. Ein lineares Gleichungssystem (A,b) mit A € R"*P und b € R™ kann
durch endlich viele Anwendungen von Zeilenoperationen vom Typ I und II in Zei-
lenstufenform (5.6) gebracht werden. Dabei hingt die Zahl r € {0,1,..., min(n,p)}
nicht vom gewdhlten Verfahren ab. Die Zahl r heifst Rang der Matrix A.

Zeilenoperationen vom Typ III werden theoretisch zum Erreichen der Zeilenstufenform
nicht bendtigt, diese Operationen sind aber niitzlich, um die Eintrdge der entstehenden
Matrix moglichst einfach zu halten. Das zeigt auch das folgende Beispiel.

Beispiel 5.7. Wir greifen das Zahlenbeispiel aus Beispiel 12 auf: Wir wollen die Losungs-
menge des folgenden linearen Gleichungssystems mit n = 3, p = 4 bestimmen:

15 0 7 6|49 | . (5.7)

Wegen r < min(n,p) = min(3,4) = 3 gilt insbesondere r < p = 4. Wir wissen also schon
aus Satz 5.3 und Bemerkung 5.4, dass es entweder keine oder unenendlich viele Losungen

3Benannt nach dem dt. Mathematiker CARL FRIEDRICH GAuUss (1777-1855)
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gibt.
2 15 1 1122 =B .8 2 15 1 1 22
15 0 7 649 3+ - (o0 f% 7% fé —116 | | -(-2)
5
2 15 1 1 22 2 15 1 1| 22
— | 0 225 1 3| 232 Jé — | 0 225 1 3232
6 48 | 102 5
2 15 1 1| 22
— | 01225 1 3232
0 17

Die letzten beiden erweiterten Koeffizientenmatrizen sind in Zeilenstufenform; es gilt
r =n = 3. Daher gibt es unendlich viele Losungen, wir kénnen p—r = 4 —3 = 1 Eintrag
der Losung frei wahlen; wir setzen x4 = t. Dann ergibt sich aus der letzten Zeile

3+ 8t =17 < x3 =17 —8t.

FEinsetzen in die zweite Zeile ergibt

232 — 17 ot 43 t

Finsetzen in die erste Zeile ergibt

43
2 15 —
T+ 5<45+45

In kompakter Schreibweise: Es gilt

—14 10
3 3
43 1
L=<XxeRb:x=|[ 2 | +¢t| | fireinteR
17 -8
0 1
2
1
Fiir beispielsweise ¢ = 2 ergibt sich die Losung x = L d.h. ein Menii mit 200g
2

Kartoffeln, 100g Erdbeeren, 100g Fleich und 200g Mohren enthélt genau 22g Protein,
49¢ Kohlenhydrate und 20g Ballaststoffe pro 100g des Meniis.

Will man nur x mit sdmtlich nichtnegativen Eintrdgen zulassen, ergibt sich die Einschrankung

—14 10t

<:>1t>zundt<g<:>teZH >
-5 - 8 5 8|

t 1 43 1 —14 10
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Beispiel 13. Nitroglyzerin ist eine chemische Verbindung mit der Summenformel
C3H5N30q9. Bei dem Zerfall oder der Expolosion zerfallt Nitroglyzerin in Kohlen-
stoffdioxid (C'O2), Wasser (H20), Stickstoff (/N2) und Stickstoffmonoxid (NO). Die
Reaktionsgleichung lésst sich z.B. in der Form

x1 C3H5N309 = 29 CO9 + 3 HoO + x4 No + x5 NO

schreiben, wobei x1,x2,x3, 4 und x5 die Anzahl der jeweils bendtigten Molekiile
darstellt.

Da die Anzahl der jeweiligen Atome (C, H, N,O) auf beiden Seiten der Reakti-
onsgleichung tibereinstimmen miissen, ergeben sich die folgenden 4 Bedingungen:

— Kohlenstoff (C): 321 = x2

Wasserstoff (H): 5z = 2x3

Stickstoff (N): 3x1 = 224 + x5
— Sauerstoff (0O): 9z1 = 2x9 + x3 + 5.
Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem in Matrixform:

3 -1 0 0 O
5 0 -2 0 0
3 0 0 -2 -1
9 -2 -1 0 -1

o O O O

Dieses Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen. Es ist Teil der Ubungs-
aufgaben die Losungsmenge und die kleinste ganzzahlige Losung zu bestimmen.

(o

OZN\O o)
4 —3» 12CO, + 10 H,0 +5N, + 2 NO
/NOZ

(@)
Grafik 5.1: Umwandlung aus Beispiel 13

5.3 Die Determinante

Wir konzentrieren uns fiir den Rest dieses Kapitels auf quadratische Matrizen A € R™*™.
In diesen Féllen enthélt das zugehérige lineare Gleichungssystem ebenso viele Gleichun-
gen wie Unbekannte.

Die formale, mathematisch prézise Definition der Determinante ist sehr aufwéndig, ins-
besondere der Nachweis der Existenz einer solchen. Darauf verzichten wir und geben
stattdessen Regeln, mit denen die Determinante in allen Anwendungen bestimmt werden
kann.
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Rechenregel 5.8 (Determinante einer oberen Dreiecksmatrix). Die quadratische
Matriz A € R™ "™ liege in Zeilenstufenform (5.6) wvor, d.h. ihre Fintrige unterhalb
der Diagonalen sind sdmtlich Null, kurz: a;; = 0, falls i > j. A heifst dann obere
Dreiecksmatrix. Die Determinante einer solchen Matrixz ist das Produkt simtlicher
Eintrdage auf der Diagonalen, also

a1 a2 ... Qip
0 agp ... as

det(A) = det . ) .n =@a11°-a22 " ...0Anny -
0 0 ... anpn

FEin oder mehrere Diagonaleintrage konnen auch gleich Null sein, dann gilt det(A) =

0.

Die Determinante einer Matrix ist somit eine Zahl.

Wir haben nun festgelegt, was die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist. Aber
wie ergibt sich die Determinante einer beliebigen Matrix B € R™*", die keine obere
Dreiecksmatrix ist? Hier hilft wieder der méchtige Satz 5.6:

Rechenregel 5.9 (Determinante einer beliebigen quadratischen Matrix). Sei B €
R™ ™ Gemdaf$ Satz 5.6 kann B durch Operationen vom Typ I und II in eine obere
Dreiecksmatriz A dberfiihrt werden. Dazu seien k € {0,1,2,...} Operationen vom
Typ I (Zeilenvertauschungen) erforderlich. Dann gilt

det(B) = (—1)* det(A). (5.8)

Beispiel 5.10. Wir wollen die Determinante der folgenden Matrix B € R3*3 bestimmen:

2 31
B=10 05
4 2 0

Dazu formen wir schrittweise um in obere Dreiecksgestalt:

2 31 2 31 (-2) 2 3 1
0 0 5 z] -1 4 2 0 3+ -1 0 —4 =2
4 2 0 0 0 5 0O 0 5

Dabei wurde eine Zeilenvertauschung durchgefiihrt. Geméf (5.8) gilt also

2 3 1 2 3 1
det[ 0 0 5 | =(=D'det| 0 =4 —2 | =(=1)(2-(-4)-5)=40.  »
420 0 0 5

Wir halten eine Eigenschaft der Determinante fest: Fiir zwei Matrizen A, B € R™*"™ gilt

det(A - B) = det(A) det(B) . (5.9)
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Die Determinante einer Matrix A € R™*™ hat in Bezug auf den Rang einer Matrix bzw.
die Struktur der Losungsmenge IL(A;b) folgende Bedeutung:

Satz 5.11. Vorgelegt ist das lineare Gleichungssystem A -x =b mit A € R™"™ und
b € R". Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

det(A) #0 <= A hat Rangn <= A-x = b besitzt genau eine Losung.

Die zweite Aquivalenz hatten wir schon in Bemerkung 5.4 festgehalten. Die erste Aqui-
valenz folgt unmittelbar aus den beiden Rechenregeln 5.8 und 5.9.

Fiir Matrizen der Gréfe 2 x 2 und 3 x 3 gibt es die Regel von Sarrus* (bzw. den Jaigerzaun-
Trick):

Rechenregel 5.12 (Regel von Sarrus).
(i) Sei B € R**2. Dann gilt

b1 b2

det B = det
¢ ¢ (1321 b2

)=bl1'522—512'b21-

(ii) Sei B € R3*3. Dann gilt

bi1 b2 bi3
det B = det b21 b22 b23
b31 b3z b33

= b1y - bao - b3z + b12 - bag - b31 + b13 - bay - b32

— b13 - bag - b31 — b12 - ba1 - b33 — b1y - baz - b32 .

Fiir grofiere Matrizen gibt es kein vergleichbar einfaches Rechenschema zur Berech-
nung der Determinante.

Wir kénnen damit unsere Rechnung aus Beispiel 5.10 verifizieren:

det =0+4+3-5-44+0-0—-0—-5-2-2=140.

= O N
DO W
O Ut =

4Benannt nach dem franz. Mathematiker PIERRE FREDERIC SARRUS (1798-1861)
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5.4 Die inverse Matrix

Eine quadratische Matrix B € R™*" heifit invertierbar, falls es eine inverse Matriz B~!
mit der folgenden Eigenschaft gibt:

1 0 ... 0
01 0 0
B-B'=B"1.B=
0 ... ... 1

Die Matrix rechts (mit Einsen auf der Diagonalen und sonst Nullen) heifst Einheitsmatrix
(der Grofie n) und wird mit E,, bezeichnet. Mit Hilfe der Determinante kénnen wir eine
Matrix auf ihre Invertierbarkeit priifen. Es gilt

Satz 5.13. Eine Matriz A € R™ ™ ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.

Rechnerisch ermittelt man die Inverse einer Matrix B € R™*™ indem man sie zusammen
mit der Einheitsmatrix £, in ein Schema schreibt und solange mit Operationen vom Typ
[-IIT umformt, bis aus B die Einheitsmatrix hervorgegangen ist.

Wir demonstrieren das hier mit der Matrix B € R3*3 aus Beispiel 5.10, die wegen
det(B) = 40 invertierbar ist:

Beispiel 5.14.

2 3 1]1 0 0 2 3 1][1 00 (-2)
00 5[0 10 j]a 42 0/0 0 1 3+
42 0/0 0 1 00 5[0 10
2 3 1| 100 231100i+
-0 -4 2201 ][ =011 0 —3 (=3) <+
0 0 5/ 010/ % 0010;0J-;1
1] 1 3 i1 3 1
20 —3/— 0 g * 200/=5 3 3\ l2
—>010%—1i?—§ —>010%—ﬁ—5
00 1] 0 ¢ 0 4 001, 0 £ 0
i1 3
=10 10 %_ﬁ_i
001 0 £ 0
Es gilt also
113
420%
-1 _ 1 1
B = 5_17?_1 >
0 : 0

Die inverse Matrix ist z.B. dann niitzlich, wenn man ein lineares Gleichungssystem (A|b),
das eindeutig l6sbar ist, fiir verschiedene rechte Seiten b lésen will. Die Losung ergibt
sich ndmlich dann durch

x=A""b, denA-(A""-b)=E,-b=b.

Es genitigt also, den Gaufs-Algorithmus ein Mal auszufiihren, um die Inverse zu bestim-
men. Die Losungen ergeben sich dann durch einfache Matrix-Vektor-Multiplikationen.
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5.5 Lineare Entwicklungsmodelle in diskreter Zeit

Wir wollen in diesem Abschnitt Entwicklungsmodelle studieren und und das Konzept
der Eigenwerte bzw. Figenvektoren einfithren um stabile Zusténde von Systemen zu er-
mitteln.

5.5.1 Ubergangsmatrizen

Wir gehen von einem Migrationsmodell aus, worin sich eine Population auf n verschiedene
Siedlungsgebiete verteilt.

Eine quadratische Matrix P € R™" mit Eintrégen p;; heift Ubergangsmatriz, falls Dij €
[0,1] fiir alle 7,5 € {1,...,n} und falls

n

d pi=1 fivallej=1,...,n (5.10)

=1
Diese Gleichung besagt, dass in jeder Spalte der Matrix die Summe aller Eintrage ge-
nau 1 sein muss. In Anwendungen kann man die Eintrége p;; € [0, 1] meist als Anteile
interpretieren. So auch im folgenden Beispiel:

Beispiel 14 (Population von Seeviogeln, vgl. [BJKO7, Bsp. 9.23]). Wir betrachten
eine Population von Seevogeln, deren Siedlungsgebiete sich tiber n Inseln erstrecken.
Diese Seevigel behalten allerdings nicht ihr Leben lang ihre jeweiligen Siedlungs-
gebiete, sondern wechseln die Gebiete im Laufe der Zeit. Innerhalb einer gewissen
Zeitspanne At findet also eine Migration zwischen den Inseln statt. Empirisch — etwa
durch Markierung — kann man dann feststellen, wie grofs der Anteil der Vogel ist,
welche die Insel wihrend At gewechselt haben und welcher Anteil geblieben ist.

In der Sprache der Ubergangsmatrizen bedeutet dies, dass pij gemessen wird; der
Anteil der Seevigel auf Insel j, die im Zeitraum At auf Insel ¢ umgezogen sind. Dabei
bedeutet p;; > 0, dass ein Anteil der Vogel auch auf Insel j verblieben ist. In diesem
Kontext ist die Bedingung (5.10) vollig natiirlich.

Das Migrationsverhalten dieser Population in Zeitschritten At wird durch die Ubergangs-
matrix P vollstandig beschrieben:

Bezeichnen wir mit x; die Anzahl der Individuen, die sich in Gebiet ¢ befinden und mit
x; die Anzahl der Individuen, die sich nach dem Zeitschritt At in diesem Siedlungsgebiet
befinden, dann gilt

n
xiZE pijrj firjedesi=1,...,n,
=1

oder in der aus Kapitel 5 bekannten Schreibweise
x*=P-x.

Entsprechend gilt fiir den Vektor x**, der die Anzahl der Individuen nach zwei Zeitschrit-
ten angibt,
x*=P.x*=P. (P -x)=P.
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Allgemein gibt die m-te Potenz von P also die Ubergangsanteile nach m Zeitschritten
an, wobei m € N.

Beispiel 5.15. Wir bleiben beim Beispiel der Population von Seevogeln, die sich auf
n = 2 Inseln verteilt. Es wurde folgende Ubergangsmatrix gemessen:

0,9 0,2
P= <0,1 0,8)‘

] =092 +0,2x9,
x5 =0,121 +0,8x2.

Es gilt also

Also bleiben 90 % der Vogel auf Insel 1 und 80 % der Vogel auf Insel 2. 10 % der Vogel
auf Insel 1 und 20 % der Vogel auf Insel 2 ziehen um. >

Ein solches Migrationsverhalten lésst sich auch durch einen gerichteten Graphen veran-
schaulichen:

Grafik 5.2: Gerichteter Graph zum Migrationsver-
halten aus Beispiel 5.15.

20%

5.5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen

Okologisch interessant ist nun die Frage nach stabilen Zusténden eines solchen Systems,
das durch die Ubergangsmatrix P € R™*™ und eine Anfangsverteilung xg € R™ beschrie-
ben wird. Dabei heifst ein Zustand £ € R™ stabil, wenn

P-¢=¢ (5.11)

In diesem Fall gilt dann auch P™ - ¢ = £ fiir alle m € N, das System befindet sich also in
einem dynamischen Gleichgewicht.

Diese Fragestellung fiihrt zu folgendem mathematischen Konzept:

Definition 5.16. Sei A eine (n x n)-Matrix. Eine Zahl A\ € R heift Figenwert von A,
wenn es einen Vektor x # 0 gibt mit

A-x=)x. (5.12)
Der Vektor x € R™ heiftt dann Eigenvektor zum Eigenwert .
Die stabilen Zustédnde eines Systems sind also genau die Eigenvektoren zum Eigenwert 1
von P.

Wir halten zunéchst fest, dass mit einem Eigenvektor x von A zum Eigenwert A auch
jedes Vielfache z = ¢x mit ¢ # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist: Es gilt ndmlich

A z=cA - x=c\x=)\z.



5.5 Lineare Entwicklungsmodelle in diskreter Zeit 79

Bei der Suche nach Eigenwerten (und spéter Eigenvektoren) einer gegebenen Matrix A
haben wir uns also mit der Frage zu beschéftigen, wann es ein A € R gibt, sodass die
Gleichung

A0 0
0O X 0 ...

Ax=Mx < A-x= 0 . X <= A-x=)\E,-x
0 ... 0 A

mehr als eine Losung besitzt. Diese Gleichung kénnen wir durch Subtraktion von AFE,, - x
in eine uns wohlbekannte Form bringen:

A-x—AE,-x=0,
oder dquivalent
(A—AE,) -x=0. (5.13)

Bei (5.13) handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem mit rechter Seite 0. Ein
solches LGS nennt man homogen. Da x = 0 offensichtlich eine Losung ist, besitzt das
Gleichungssytem (5.13) mindestens eine Losung.

Um zu kléaren, ob A\ ein Eigenwert von A ist, miissen also nur noch diejenigen A\ € R
bestimmt werden, sodass (5.13) mehr als nur die triviale Losung — und damit dann
unendlich viele Losungen — besitzt. Hier erinnern wir uns an Satz 5.11 und erhalten:

Satz 5.17. X € R ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn det(A — AE,,) = 0.
Die Menge aller Eigenvektoren zu einem Figenwert X\ ist dann durch alle von Null
verschiedenen Losungen des linearen Gleichungssystems

(A= AE,)-x=0

gegeben.

Wir greifen Beispiel 5.15 auf:
0,9 0,2

Beispiel 5.18. Sei P = <071 0.8

) wie oben.

Schritt 1: Bestimmung der Eigenwerte von P: Es gilt

09—\ 0,2 )

P_AE2:< 0,1 08—\

Damit erhalten wir

det(P — AE) = (0,9 - A)(0,8 = X) — 0,02 =X —1,7A+0,7.  (5.14)
Es folgt daraus
det(P—AE3) =0 <= A =1oder A =0,7.

Tatséchlich ist also 1 ein Eigenwert von P und es gibt im Sinne von (5.11) stabile Vertei-

lungen — vorausgesetzt, dass die zugehorigen Figenvektoren eine sinnvolle Interpretation
haben.

Wir bestimmen die Menge der Eigenvektoren im néchsten Schritt:
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Schritt 2: Bestimmung der Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = 1: Wir suchen die Lo6-

sungsmenge des LGS (P — E3) - x = 0: Wir wissen bereits, dass sich im
Gaufs-Verfahren mindestens eine Nullzeile ergeben wird, weshalb x5 = t ge-
wahlt werden kann und x; sich aus Zeile 1 ergibt:

—0,1z1 + 0,2t =0 <= x1 =2t.

Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = 1 ist also gegeben durch

{XGR2:x:t<?>, teR\{O}}.

Alle Verteilungen, bei denen sich auf Insel 1 doppelt so viele Vigel aufhalten wie auf
Insel 2, sind also stabil im Sinne von (5.11).

Der Vollstéandigkeit halber bestimmen wir noch die Menge der Eigenvektoren zum Ei-
genwert Ay = 0,7:

Schritt 3: Analog zum Verfahren in Schritt 2 ergibt sich nach Setzung von xo = t die

Gleichung
0,2r1 + 02t =0 < x1 = —t.

Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 0,7 ist also gegeben durch

{xeR2:x:t<_11>,teR\{0}}. .

Bemerkung 5.19.

— Die Frage nach Eigenwerten von Matrizen, die keine Ubergangsmatrizen sind, ist

mindestens genauso interessant. Nur fehlt dann der Zusammenhang zu Gleichge-
wichtszustédnden einer Population, den wir hier als Motivation gewahlt haben.

Das in Satz 5.17 gegebene Kriterium zum Bestimmen der Eigenwerte gilt fiir Matri-
zen beliebiger Grofe. Wir haben uns nur im Beispiel auf die Grofe 2 x 2 beschréankt.

Fiir Matrizen A der Grofse n x n ist det(A — AE,,) ein Polynom vom Grad n. Dieses
Polynom wird charakteristisches Polynom von A genannt. In Beispiel 5.18 war dies
das Polynom vom Grad 2 in (5.14).

Wir haben in dieser Vorlesung nur Techniken kennengelernt, um Nullstellen von
Polynomen vom Grad 2 algebraisch zu bestimmen. Fiir Polynome héheren Grades
wird die ganze Angelegenheit ziemlich komplex. Es gibt zwar (unhandliche) Formeln
fiir die Losungen von Polynomen vom Grad 3 und 4, aber schon ab n > 5 gibt es
solche Losungsformeln nachweislich® nicht.

Die Frage, ob eine Matrix mit ausschlieklich reellen Eintragen iiberhaupt reelle
Eigenwerte besitzt, ist ebenfalls nicht einfach zu beantworten. Z.B. gilt

0 -1 B -2 =1\
det<<1 0)—)\EQ>—det<1 _)\>—)\ +1.

Dieses Polynom besitzt keine relle Nullstelle. Man kann beweisen, dass die charak-
teristischen Polynome von symmetrischen® Matrizen der Gréfe n x n stets n (evtl.
mehrfache) Nullstellen besitzen.

5Dies ist die Aussage des Satzes von Abel-Ruffini.
SEine Matrix A heift symmetrisch, wenn a;; = aj; fiir alle i, 5.



6 Lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Gleichungen, in denen der gesuchte Ausdruck
eine Funktion ist. Genauer, befassen wir uns mit sogenannten Differentialgleichungen,
in denen die gesuchte Funktion in Beziehung zu ihrer Ableitung gesetzt wird. Unser
Ziel ist es Losungen fiir solche Gleichungen zu finden. Differentialgleichungen sind ein
wichtiges Werkzeug in der mathematischen Modellierung vieler Naturgesetze, wie z.B.
Wachstumsprozesse, Bewegungsgleichungen oder auch Prozesse in der Evolutionstheo-
rie.

Wir beschrianken uns im Rahmen dieser Vorlesung auf Gleichungen, in denen die ge-
suchte Funktion, ihre Variablen und Ableitungen erster Ordnung vorkommen. Solche
Gleichungen nennen wir Differentialgleichungen (DGL) erster Ordnung'. Formal ist eine
Differentialgleichung erster Ordnung eine Gleichung der Form

() =flz,y(x), xel

wobe I eine offenes Intervall und f eine reellwertige Funktion in der Funktion y und der
Variable x ist.

Definition 6.1. Sei [ ein offenes Intervall. Betrachtet werde eine Differentialgleichung

y'(x) = f(z,y(x), wel (6.1)

Eine differenzierbare Funktion y : I — R heift Losung der Differentialgleichung (6.1),
falls sie (6.1) erfiillt. Die Funktion f ist dabei eine Funktion, die auf dem kartesichen
Produkt I x R definiert ist. Sie bildet nach R ab und wird manchmal als rechte Seite der
Differentialgleichung bezeichnet.

Oftmals ist noch eine zusétzliche Vorgabe einer Anfangsbedingung der Form y(zg) = o
mit xg € I und gy vorgegeben. Dann heiftt eine Funktion y Losung des Anfangswertpro-

blems
{y%m) = f(z,y(z)), =€,
y(xo) = yo,

wenn y : I — R eine Losung der Differentialgleichung ist und zusétzlich den Anfangswert
y(x0) = yo € R erfiillt.

So ist zum Beispiel in der Differentialgleichung ¢/(z) = 4 fiir alle x € R eine Funktion
y : R — R gesucht mit der Eigenschaft, dass ihre Ableitung in jedem Punkt x € R gleich 4
ist. Also eine Funktion mit Steigung 4 in jedem Punkt und damit eine lineare Funktion.
Beispiele fiir Losungen der Gleichung sind y : R — R, y(z) = 42 oder y : R — R,
y(z) =4z + 2.

'Die héchste vorkommende Ableitungsordnung wird Ordnung der Differentialgleichung genannt.
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Wir wollen zunéchst Differentialgleichungen untersuchen, in denen die rechte Seite nur
von y selbst abhéngt, genauer f(z,y(z)) = y(z). Wir betrachten also die DGL

y'(z) = y(z) fiir alle x € R. (6.2)

Gesucht ist also eine Funktion y : R — R mit der Eigenschaft (6.2).

Wir verwenden die Kurzschreibweise fiir Differentialgleichungen und schreiben héufig
einfach y anstatt y(z) oder y(¢) fiir den Funktionsterm. Somit ist

Y=y

die Kurzschreibweise von (6.2). In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass die Funktion exp :
R — R diejenige Exponentialfunktion ist, die die Eigenschaft exp’(z) = exp(z) fiir alle
x € R hat. Somit ist y(z) = exp(z) ein Beispiel einer Losung dieser Differentialgleichung.
Die Multiplikation der Funktion exp mit einer Konstanten 1 € R liefert ebenfalls eine
Losung. Somit sind Losungen der Differentialgleichung (6.2) gegeben durch

y:R—=R, y(r)=mnexp(z),

wobei n € R.

Wir verwenden die Differentialgleichung (6.2) um eine allgemeinere Differentialgleichung
zu formulieren, dessen Losung einen exponentiellen Wachstumsprozess beschreibt. Sei
A € R eine Wachstumskonstante bzw. Zerfallskonstante. Wir untersuchen die Differenti-
algleichung

y = \y. (6.3)

Funktionen der Form y : R — R,

y(x) = nexp(Ar) (6.4)

l6sen (6.3) fiir beliebiges n € R, da

y'(z) = nhexp(Az) = Ay(z).

In der Tat sind durch das oben definierte y alle Losungen der Differentialgleichung (6.3)
definiert. Der Parameter n € R kann frei gewdhlt werden und wird durch zusétzliche
Anfangsbedingungen an die Gleichung festgelegt. Gleichung (6.3) beschreibt ein Wachs-
tumsmodell bei dem die Anderungsrate y(x) zum Zeitpunkt x proportional zum aktuel-
len Bestand y(x) ist. Diese Interpretation ist nur fiir z > 0 sinnvoll, da z die vergangene
Zeit seit Beobachtungsbeginn beschreibt.
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Beispiel 15 (Vermehrung von Fruchtfliegen, vgl. [ESS14, Beispiel 7.1]).
Fruchtfliegen vermehren sich im Sommer unter idealen Bedingungen besonders
schnell. Fiir das Wachstumsverhalten der Fruchtfliegen gilt

V(0= 2yt fire>0 (6.5)

Hierbei bezeichnet y(t) die Anzahl der Fruchtfliegen nach ¢ Tagen. Zu Beobachtungs-
beginn werden 20 Fruchtfliegen gezdhlt.
Wenn wir die Anfangsbedingung y(0) = 20 aufer Acht lassen, so wird die Differen-
tialgleichung (6.5), wie bei (6.3), durch

y(t) =nexp <2t>

fiir alle £ > 0 geldst. Wir bestimmen nun das € R, indem wir die Anfangsbedingung
y(0) = 20 noch zusétzlich berticksichtigen. Es gilt

3
y(0) =20 <~ neXp<2-0> =20 < n=20.

Somit ist y : [0,00) — R,
y(t) = 20 exp <gt>

die Losung der Gleichung (6.5) mit Anfangsbedingung y(0) = 20.

6.1 Trennung der Veranderlichen

In diesem Abschnitt wollen wir uns etwas komplexeren Differentialgleichungen widmen
und eine Methode kennenlernen, die es uns erlaubt Lésungen von solchen DGL zu ermit-
teln. Wir untersuchen Differentialgleichungen der Form

y'(x) =g(y(@)) h(z), zel (6.6)

wobei g : R — R und h : I — R differenzierbare? Funktionen sind. Eine DGL der Form
(6.6) wird trennbare DGL genannt. Dieser Name begriindet sich durch die im Folgenden
beschriebene Losungsstrategie von (6.6).

Wir bringen alle Termine, in denen ein y(z) vorkommt auf eine Seite der Gleichung und
alle anderen Terme auf die andere Seite der Gleichung (wir Trennen also die Variablen).
Dies fiihrt zu

y' ()
9(y(x))

wobei wir vorausgesetzt haben, dass die Funktion g ungleich Null ist. Sei z¢p € I ein
vorgegebener Anfangswert mit y(zo) = yo # 0. Da (6.7) fiir jedes x € I gilt, konnen wir

= h(z), (6.7)

2Die schwichere Eigenschaft Stetigkeit anstelle von Differenzierbarkeit ist ausreichend. Aber diesen
Begriff haben wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht eingefiihrt.
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die resultierende DGL integrieren. Wir erhalten

[ W)
/ s [ h(s) ds. (6.8)

x0

Mithilfe der Substitutionsregel schlieffen wir

y(x)

y /
1

/ y(z) ds = / —— ds.
9(y(x)) 9(s)

To y(zo)

Deshalb vereinfacht sich (6.8) zu
y(z) 1 T
ds—/hs ds. 6.9

/ g(s) ) (©9)
Yo o

Rechnet man die Integrale in der obigen Gleichung aus und 16st nach y(x) auf, so erhélt
man die Losung des zur Differentialgleichung (6.6) gehorigen Anfangswertproblems. Sind
keine expliziten Werte fiir 29 und y(z() vorgegeben, so erhilt man eine Losung von (6.6)
indem man mit beliebigen Werten fiir g und y(z¢) rechnet. In diesem Fall konnen wir
natiirlich nicht erwarten, dass die Losung der DGL eindeutig ist.

Wir demonstrieren an zwei Beispielen wie die Losung einer Differentialgleichung der Form
(6.6) mit (6.9) gelost werden kann.

Beispiel 6.2.
(i) Wir untersuchen die Differentialgleichung

Y -7 fir x >0
x

mit der Zusatzbedingung y(1) = 1. Dies eine Differentialgleichung der Form (6.6)
mit h(z) = = und g(y) = y. Es gilt also fiir alle 2 > 1

y(@) x

1 -1
/ds:/ds.
s s
1 1

Wir rechnen die beiden Integrale aus. Es gilt
y(z) z
1 1
/ — ds =1In|y(x)| und / ds = —In(z),
S S
1 1
da x > 0. Also

y(@) z

1 —1

/ d.s:/ ds <= In|y(z)| = —Inz
s s

1 0

= Iyl =
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Da y(1) = 1 und y eine differenzierbare Funktion ist, ist die letzte Gleichung
dquivalent zu y(z) = 1.

Somit 18st y : (0,00) — R, y(z) = L die Differentialgleichung mit der gewiinschten
Bedingung.

Wir untersuchen die Differentialgleichung
v =xy®+2 firzeR
mit der Zusatzbedingung y(0) = 1. Es gilt v/ = 2y? + 2 = z(1 + y?). Also ist dies

eine Differentialgleichung der Form (6.6) mit h(x) = = und g(y) = (1 +y?) # 0. Es
gilt also fiir alle z € R

y(x) . -
/ s 57 / s ds.
! 0
Wir rechnen die beiden Integrale nun aus. Es gilt
y(z) . ) ) 1
/ 1152 ds:arctany(w)—z und /S d5:§$2_
1 0
Also
y(z) ) - -
/ 1+ s2 ds = /S ds < arctany(z) — 7 = ixz
! 0

15 =
=1 — —
<= y(x) = tan <2ZE -|-4>,

S 1ia A : 1.2 s T T
wobei die Aquivalenzen nur dann gelten, wenn ;2° 4+ 5 € (=5, %), d.h., wenn

Dies liegt daran, dass der Definitionsbereich des Tangens auf das Intervall (-3, %)
eingeschrinkt werden muss, um eine bijektive Funktion zu erhalten. Somit 16st

" <_\/§ \/§> —R, y(x)=tan <;x2+z>

die Differentialgleichung mit der gewiinschten Anfangsbedingung. Natiirlich kon-
nen hier auch andere Definitionsintervalle der Losungen erreicht werden, wenn der
entsprechende Ast des Tangens abgedndert wird. Dann ldge der Anfangswert x = 0
aber nicht mehr im Definitionsintervall von y.
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Es ist immer sinnvoll eine Probe zu machen, nachdem man eine Losung berechnet hat.
Wir fithren dies beispielhaft fiir Beispiel 5.2 (ii) vor. Hier gilt

1
y'(x) = tan’ <2:c2 + Z) -

1
= [1 —|—tan2 <2x2 + Zﬂ -

= (1 +y(2)) .

Auferdem y(0) = tan (§) = 1.

6.2 Lineare Entwicklungsmodelle in stetiger Zeit

Wir betrachten nun die zeitliche Entwicklung von zwei Grofsen in stetiger Zeit. Dabei
kénnen wir an das Wachstum zweier Populationen denken.

Wir betrachten also zwei Funktionen z : [0,00) — R und y : [0,00) — R. Die Groken
x(t) und y(t) bezeichnen die Grofe der jeweiligen Population zum Zeitpunkt ¢. Oftmals
bietet es sich an, beide Grofien zusammen zu betrachten. Man kann den Zustand des
gesamten Systems zum Zeitpunkt ¢ dann als Vektor

auffassen.

Wir nehmen nun an, dass die Anderungsraten (die Ableitung des Zustands nach der
Zeit) der beiden Populationen linear von den Zustdnden beider Populationen abhéngen.
Genauer gesagt, wir nehmen an, dass es Zahlen a1, a12, as1, a2, by und by gibt, so dass
fiir jedes t > 0 gilt:

/(t) = anl‘(t) + a12y(t) + by,

y'(t) = anx(t) + agy(t) + bs . (6.10)

Wenn wir nun eine Matrix A und einen Vektor b wie folgt einfiihren:
A <a11 a12> b= <51> ’
as  as b
so konnen wir das System (6.10) auch kiirzer so schreiben:
/
w/(t) = (“T (t)> = Aw(t) +b. (6.11)

Im Fall b = 0 nennt man das System (6.10) ein homogenes lineares Differentialgleichungs-
system erster Ordnung. Bemerkenswert ist nun, dass man seine Losung ganz dhnlich zum
bekannten skalaren Fall einer Gleichung finden kann:
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Satz 6.3 (homogener Fall, b = 0). Wenn die Matrizx A zwei verschiedene reelle
Eigenwerte A1 und Ao mit den Eigenvektoren vy, vo hat, so besitzt das Gleichungs-
system (6.10) die beiden Losungen

Die Liosungsmenge aller Losungen besteht nun aus den Funktionen der Form

A Aot

w(t) = c1eMvy + cpeM?lvy,

wobei die Konstanten c1,co € R beliebig gewdhlt werden kdnnen.

Der Satz zeigt uns im Fall b = 0, wie die Losungen aussehen. Sehr oft interessiert man sich
aber nur fiir Losungen, die eine bestimmte Anfangsbedingung erfiillen, also zum Beispiel
x(0) = x, y(0) = yo fiir vorgegebene Startwerte xg,yo. Wenn man diese Bedingungen
garantieren will, so muss man ¢; und co entsprechend wéhlen.

Wir schauen uns ein Beispiel an.
—2

1 =2
von (6.10). Wir berechnen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren. Es gibt zwei verschie-

B i) und der

Beispiel 6.4. Seien A = < ) Gesucht ist in diesem Fall die allgemeine Losung

dene Eigenwerte \{ = —1 und Ao = —3. Der Eigenvektor zu Ay ist vi = <

FEigenvektor zu Ag ist vy = <_11> Damit ergibt sich die allgemeine Losung durch

)=o) ()

bzw.
z(t) = —cre”t — o™
y(t) = —cre”t 4 cpe,
wobei die Zahlen c;,co € R beliebig gewahlt werden kénnen. >

Durch die Wahl der Konstanten ¢; und co kann wie im skalaren Fall eine Losung einer
Differentialgleichung mit Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Nehmen wir in Beispiel 6.4 zusétzlich an, dass w(0) = <(1)> gelten soll. Dann 16st

die obige Differentialgleichung mit Anfangsdaten z(0) = 1 und y(0) = 0.
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6.3 Das Lotka-Volterra’sche Rauber-Beute-Modell

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die zeitliche Entwicklung zweier wech-
selwirkender Grofen naturgeméfs auf Systeme von Differentialgleichungen zuriickfiihrt.
In diesem Abschnitt wollen wir ein Rauber-Beute-System modellieren. In den 1920ern
untersuchte der italienische Biologe Umberto D’Ancona (1896 - 1964) die zeitliche Ent-
wicklung der Fischpopulation in der adriatischen See. Hierbei unterschied er zwischen
Beute-Fischen (Sardinen) und Réuber-Fischen (Haien). Umberto D’Ancona beobachte-
te, dass durch die Reduzierung des Fischfangs die Rauberpopulation anstieg, die Beute-
population aber abnahm. Er wandte sich erkldrungssuchend an den Mathematiker Vito
Volterra (1860-1940), welcher ein mathematisches Modell entwickelte um die Entwicklung
der beiden Fischpopulationen moglichst realitdtsnah zu beschreiben. Unabhéngig davon
entwickelte der Osterreichisch-amerikanische Chemiker Alfred J. Lotka (1880- 1949) die
theoretische Beschreibung solcher Rauber-Beute-Modelle fiir die Populationsdynamik von
Hasen und Luchsen in Kanada.

Wir betrachten im Folgenden also ein Modell bestehend aus zwei Tierarten, wobei die
eine Tierart den natiirlichen Fressfeind (Beute) der anderen Tierart R&uber) darstellt

Wir werden im Folgenden einige Annahmen an das Modell stellen:
— die Rauber erndhren sich ausschlieflich von den Beutetieren,

— die Beutepopulation hat aufser der betrachteten Rauberpopulation keine weiteren
Feinde,

— die Beutepopulation verfiigt iiber ein unbegrenztes Nahrungsangebot.
Es seien

b = b(t) = der Umfang der Beutepopulation zur Zeit ¢,
r = r(t) = der Umfang der Rduberpopulation zur Zeit ¢.

Angenommen es gebe keine Wechselwirkung zwischen den beiden Populationen. Im die-
sem Fall hitten die Beutetiere keine Fressfeinde. Aufgrund des unbegrenzten Nahrungs-
angebotes wiirde sich die Beutepopulation nach dem Gesetz

Y =ab (6.12)

mit einer gewissen positiven Konstante a entwickeln. Somit wiirde sich die Beutepopu-
lation, ohne Réuber, geméf b(t) = b(0) exp(at) exponentiell vermehren.

Die Rauberpopulation hitte im Falle fehlender Wechselwirkung keine Nahrung. und wiir-
de sich nach dem Gesetz
r'=—Br (6.13)

mit einer gewissen positiven Konstante § entwickeln. Somit wiirde die Rauberpopulation
geméf r(t) = r(0) exp(—/pt) exponentiell zerfallen.

Im Folgenden betrachten wir ein gekoppeltes System, d.h. ein System mit Wechselwir-
kung zwischen den Populationen. Die Wachstumsgeschwindigkeit der Beutepopulation &’
verringert sich durch den Abfang durch die Rduber. Die Anzahl der Aufeinandertreffen
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zwischen Rauber und Beute kann im einfachsten Fall als propotional zu br angenommen
werden. Folglich muss in (6.12) der Term ~ybr mit einem ~ > 0 subtrahiert werden, also

V = ab—~ybr. (6.14)

Wihrend der Term ab den Zuwachs der Beutepopulation zum Zeitpunkt ¢ beschreibt,
gibt vbr die Dezimierung der Beute durch den Rauber an.

Analog fiihrt bei der Rauberpopulation der Abfang und das Fressen der Beutetiere zu
einem Zuwachs der Wachstumsgeschwindigkeit 7’. Dieser Zuwachs kann durch eine Ad-
dition des Termes dbr fiir ein 6 > 0 in (6.13) repréisentiert werden. Also

r" = —Br + ord. (6.15)

Hier gibt fr die Dezimierung der Rauberpopulation durch Nahrungsmangel an und b
den Zuwachs der Rauberpopulation durch Beutefang.

Das entstandene Modell
b = ab — ~br,

6.16
r' = —Br+orb (6.16)

ist ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung ® und ist
bekannt als das Lotka- Volterra’sche Rdiuber-Beute-Modell.
Hierbei kénnen die Konstanten «, 8,y und § wie folgt interpretiert werden

a=Fruchtbarkeitsrate,

— [=spezifischer Nahrungsbedarf der Réuber,
— y=Jagdgeschick,

— 0=Beuteverwertung.

In dem System (6.16) kommt die Zeit ¢ lediglich in den Funktionen b und r und in
deren Ableitungen vor. Folglich kann das System (6.16) fiir F'(b,7) = ab — vbr und
G(b,r) = —pr + orb in die Form

v = F(b,r),

r=G(b,r) (6.17)

gebracht werden, wobei F' und G lediglich von b und r abhédngen und ¢ nicht explizit
erscheint. Solch ein System nennen wir autonom.

Wir definieren nun, was wir unter einer Losung eines Differentialgleichungssystems ver-

stehen:

Definition 6.5. Sei I ein offenes Intervall. Betrachtet werde das folgende System von
Differentialgleichungen auf I:

b =F(b,7),
r=G(b,r).

(i) Eine Losung des Systems ist ein Paar (b(t),r(t)) von differenzierbaren Funktionen
b(t) und r(t), die die zwei obigen Gleichungen fiir alle ¢ € I erfiillen.

3Ein System von Differentialgleichungen mit héchstens Ableitungen erster Ordnung
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(ii) Seien noch zusétzliche Vorgaben einer Anfangsbedingung der Form b(ty) = by und
r(tg) = ro gegeben. Dann heift eine Losung (b(t),r(t)) des Systems Losung des
Anfangswertproblems, wenn zusétzlich ty € I, b(tg) = by und r(ty) = ro gelten.

Der Grund fiir die Bevorzugung von autonomen Differentialgleichungssystemen ist die
Invarianz der Losungen im folgenden Sinn:

Satz 6.6. Sei (b(t),r(t)) eine Ldsung von (6.17), so ist fiir jedes feste s € R auch
(b(t),7(t)) = (b(t+ s),r(t + s)) eine Losung des Systems.

Dies bedeutet, dass der Prozessverlauf nur von dem Anfangszustand abhédngt und nicht
von dem Zeitpunkt, zu dem der Prozess startet.

Die Losungen eines solchen Differentialgleichungssystem sind eigentlich in einem drei-
dimensionalen Koordinatensystem mit (¢,b(¢),r(t)) zu veranschaulichen. Jedoch erhélt
man die wesentlichen Informationen, indem man ¢t — (b(t), r(¢)) in ein zweidimensionales
Koordinatensystem, dem sogenannten Phasenraum, auftriagt.

Definition 6.7. Die Gesamtheit aller Losungskurven t — (b(t),r(¢)) von (6.17) in dem
Phasenraum bezeichnen wir als Phasenportrait des Systems.
Die Kurven werden Trajektorien oder Orbits des Systems genannt.

(b(t0),r(t0))

Grafik 6.1: Beispiel einer Trajektorie

Fiir das Lotka-Volterra-Modell kennt man keine expliziten Losungen t — b(t) und t —
r(t) des Systems. Dennoch kann man sich ein vollstdndiges Bild iiber diese Losungen
machen.

Wie in der obigen Abbildung der Trajektorie ersichtlich ist, kann die Trajektorie in Teil-
stiicken auch als Graph einer Funktion aufgefasst werden.

Zunéchst stellen wir fest, dass das System (6.16) genau zwei konstante Losungen hat.
Zum einen ist b = r = 0 eine triviale Losung des Systems. Um die zweite konstante
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Losung zu bestimmen, stellen wir zunéchst fest, dass konstante Losungen die Eigenschaft
b'(t) = r'(t) = 0 haben. Somit folgt aus (6.16), dass

B

b(t) = 5 und 7(t) =

die einige weitere konstante Losung des Systems ist*. Die Orbits der konstanten Losungen
sind Punkte im Phasenraum.

Um die nicht konstanten Losungen des Systems (6.16) zu finden, werden wir das System
der beiden Differentialgleichungen als eine einzelne Differentialgleichung auffassen. Wir
schreiben, falls b, > 0

/ /

V =ab—ybr < y e und 7' = —fr + br < %:—B—F(Sb.

Hieraus erhalt man y ,
7 (B +3b) — %(a —r) = 0.
Also q
e (=B 1n(b) + 0b — aln(r) +~r) = 0. (6.18)
Die Bedingung in (6.18) bedeutet, dass die Funktion
H(b,r) = —F1n(b) 4+ 0b — aln(r) + ~r
konstant entlang der Losungen des Systems (6.16) ist. Die Funktion H wird als erstes

Integral oder Konstante der Bewegung fir (6.16) bezeichnet.

Die Losungen von (6.16) mit Anfangswert (bg,r9) € (0,00) x (0,00) laufen entlang der
Hohenlinien

H(l) ={(b,r) € (0,00) x (0,00) | H(b,7) =1}

von H.

Grafik 6.2: Graph der Funktion H(b,r) fir « = 8 = v = § = 1 und einige dazugehdrigen
Hohenlinien H(1).

Man sieht, dass die Hohenlinien der Funktion H geschlossene Kurven im ersten Qua-
B «

dranten um den Gleichgewichtspunkt z = (5, ;) sind.

“Diese konstante Losung wird hiufig als natiirliches Gleichgewicht der beiden Populationen bezeichnet.
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Alle Losungen laufen auf periodischen Bahnen entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn um
den Gleichgewichtspunkt x herum.
Aus der Grafik lassen sich die folgenden Regeln beobachten:

— Die Populationsgrofsen schwanken periodisch und zeitlich versetzt (1. Lotka-Volterra-
Regel)

— Die durchschnittliche Grofe der Populationen von Rauber und Beute sind iiber
einen ldngeren Zeitraum hinweg konstant (2. Lotka-Volterra-Regel)
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