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Losungsvorschlédge

Aufgabe 1 (8 + 8 Punkte)

Eine Regentonne wird mit 5 °C kaltem Wasser befiillt und in eine Umgebung gestellt, die
konstant 35 °C warm ist. Nach einer halben Stunde hat sich die Temperatur des Wassers auf
11 °C erhoht.

(a) Stellen Sie im Rahmen des Modells des beschrinkten Wachstums eine Funktion auf,
welche die Temperatur des Wassers nach ¢ Stunden angibt.

(b) Nach welcher Zeit wird das Wasser eine Temperatur von 20 °C erreicht haben?
Losung:
(a) Ansatz:
filtg,00) =R, f(6)=S-(S—fw)e ™. (1)

Aus dem Aufgabentext erhalten wir die Informationen

1
=0, f(t) =5, f(i) =11, S§=35.
Setzen wir diese Informationen in (1) ein, so erhalten wir
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Es folgt e % = (%)Zt und daher

4\2!
f(r)=35-30 (—) ,
5
wobei wir betonen, dass t die Einheit Stunden tragt.

Bemerkungen: Man kann auch aus (2) k = (-2)In(53) ~ 0.4463. Wer hier mit dem ge-
rundeten Wert weiterrechnet, bekommt ebenfalls die volle Punktzahl.



(b) Wir losen f(#) = 20 nach ¢ auf:

4\2!
20 =35—30(g)

— (4
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In(i
<=>t=l- n(z) ~1,55.
2 In(3)

Antwort: Das Wasser hat nach ca. 1,55 Stunden eine Temperatur von 20 °C erreicht.

Aufgabe 2 (8 + 8 Punkte)
Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der Fldche, der zwischen dem Graphen der Funktion
f R — R und der x-Achse im angegebenen Intervall I eingeschlossen wird:

(@ f(x)=cos(x),I=1[0,37],
(b) f(x)=e"* I=10,al], wobei a >0 ein beliebiger Parameter ist.

Stellen Sie die eingeschlossene Fliche jeweils grafisch dar.
Losung:

(a) Der Graph im entsprechenden Intervall sieht wie folgt aus.
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(b) Der Graph im entsprechenden Intervall sieht wie folgt aus.

Daher

Aufgabe 3 (9 + 8 Punkte)
Gegeben sind drei Funktionen f,g,h: R — R.




(a) Im Klausurbogen finden Sie drei leere Grafiken bzw. Koordinatensysteme. Tragen Sie dort
die Graphen der Ableitungen von f, g und h ein.

(b) Geben Sie die Zuordnungsvorschriften fiir die periodischen Funktionen f und g an.
Losung:

(a) Die folgenden Grafiken zeigen die jeweilige Funktion und ihre Ableitung.
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(b) Es gilt

in[1x]=-1-2c0s[1x-~
f:l-2m2n] - R, f(x)——l—ZSln(Ex)— 1 2cos(2x 2).

g:[-2m,2m — R, g(x)=sin(x)-3=cos(x- g) -3

Aufgabe 4 (4 + 11 + 4 Punkte)
Die Funktion f: R — IR sei definiert durch

f(x)=(x*-3)-e*.
(a) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f.
(b) Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extremstellen inkl. der Funktionswerte von f.

(c) Bestimmen Sie die Geradengleichung der Tangente an f an der Stelle xo = 2.
Diese Gerade schliel3t zusammen mit der x- und y-Achse ein rechtwinkliges Dreieck ein.
Bestimmen Sie dessen Flacheninhalt.

Losung:
(a) Gesuchtsind alle x € IR mit f(x) = 0. Es gilt
f(x)=0= x*=3 <= x=+V3.

Folglich sind die Nullstellen der Funktion f bei x = —v/3 und x = /3.



(b) Die notwendige Bedingung fiir Extremstellen lautet: f’(x) = 0. Dies liefert

(c)

0=f'(x)=2x e+ (x*-3)e*

=e*(x* +2x-3).
Da e* > 0 fiir jedes x € R, ist die obige Gleichung dquivalent zu
x*+2x-3=0.
Diese Gleichung kénnen wir mit der pg-Formell6sen. Wir erhalten als Losungen

x=-1+v1+3=-1+2.

Folglich sind x = —3 und x = 1 Kandidaten fiir ein lokales Extremum von f.

Eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen lautet: f'(x) = 0 und f” (x) # 0. Wir
berechnen daher f”(-3) und f”(1). Zunichst gilt

(%) = e*(x* +4x-1).

Also f"(-3) = —4-e3 <0und f’(1) = 4- e > 0. Wir folgern, dass f in x = —3 ein lokales
Maximum und in x = 1 ein lokales Minimum besitzt. AnschlieBend berechnen wir die
Werte von f an den Stellen x = —3 und x = 1 und tiberpriifen das Randverhalten:

f(=3)=6e72~0,2987, f(1)=—2e=—5,43656,

lim f(x) =00, lim f(x)=0.

Insgesamt folgt: Die Funktion f hat ein lokales Maximum an der Stelle x = —3. Das globale
Minimum liegt an der Stelle x = 1 und es existiert kein globales Maximum.

Die Tangente von f an der Stelle xy = 2 ist eine lineare Funktion der Form #(x) = mx+ b
durch den Punkt (2, f(2)) und mit Steigung m = f’(2). Es gilt zunéchst

f(2)=@4-3)e*=¢
f(2) = (4+4-3)e* =5¢°.

Fiir den y-Achsenabschnitt b gilt

1) = e?

—5e%-2+b=¢

— b=-9¢°

und wir erhlaten als Tangentengleichung

t(x) = 5¢%-x—9é°.



Um den Fldacheninhalt A des zwischen der Tangente sowie der x- und y-Achse einge-
schlossenen Dreiecks zu berechnen, bendtigen wir noch die Nullstelle der Tangente ¢. Es
gilt
2 2 9
t(x)=0<=5e“-x—9e :O@ng.

Folglich ist der Flacheninhalt A gegeben durch

9
A= —-9e2-g:8,1e2=59,851.

Aufgabe 5 (4 + 4 + 4 + 4 Punkte)
Im Mittel werden der Polizei Bielefeld pro Jahr 6 Fahrraddiebstdhle an der Universitidt ange-
zeigt.

(a) Wie grol8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Jahr genau 5 Fahrraddiebstdhle an der
Universitidt angezeigt werden?
Hinuweis fiir Aufgabenteile (c) und (d): Die Antwort in Aufgabenteil (a) ist 16.06%.

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Jahr 3 oder mehr Fahrraddiebstdhle an
der Universitdt angezeigt werden?

(c) Wie grofd ist die Wahrscheinlichkeit, dass in den Jahren 2019, 2020, 2021, 2022 jedes Jahr
genau 5 Fahrraddiebstdhle an der Universitit angezeigt werden?

(d) Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, dass in genau 2 Jahren der Jahre 2019, 2020, 2021,
2022 genau 5 Fahrraddiebstédhle pro Jahr an der Universitdt angezeigt werden?

Lésung:
(a) Sei X die Zufallsvariable, die angibt wie viele Fahrraddiebstédhle an der Uni Bielefeld pro
Jahr bei der Polizei angezeigt werden. Dann ist X Poisson-verteilt mit A = 6 und es gilt
5

6
P(X=5=e5. i 0,1606.

Die Wahrscheinlichkeit fiir 5 angezeigte Fahrraddiebstdhle in einem Jahr liegt bei ca.
16,06%.

(b)

P(X=3)=1-P(X<3)
=1-P(X=2-P(X=1)-P(X=0)
62 1 0
_6.__6_6.6__6_6.6_
2! 1! 0!
=1-25¢5~0,934

=1l-e

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca 93,4% gibt es 3 oder mehr Anzeigen von Fahrraddieb-
stahlen.



(c) Sei Y die Zufallsvariable, die angibt in wie vielen der Jahre zwischen 2019 und 2022
genau 5 Fahrraddiebstidhle angezeigt werden. Dann ist Y binomialverteilt mit n = 4 (wir
betrachten eine Zeitspanne von 4 Jahren) und p = 0, 1606 (Erfolgswahrscheinlichkeit fiir
genau 5 Anzeigen bekannt aus Aufgabenteil (a)). Dann gilt

P(Y=4)=

4
4) -0,1606% - (1 —0,1606)° = 0,000665.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 0,0665% gibt es in allen 4 Jahren genau 5 Anzeigen
bei der Polizei.

(d) Esgilt
4
Enyzzy:@)nJﬁmfwl—alamﬁ:OJomB4

Zu ca. 10,09% gibt es in 2 der 4 Jahre von 2019 bis 2022 genau 5 Anzeigen von Fahrraddieb-
stdhlen.

Aufgabe 6 (6 + 4 + 4 + 2 Punkte)
(a) Erkldren Sie prézise, warum die Gleichung 0,9=1 gilt.
(b) Sie zahlen 1000 EUR auf ein Konto ein. Die Bank verzinst das Guthaben jedes Jahr mit 3%.
Der Zinsertrag wird ihrem Konto gutgeschrieben.
(i) Nach wie vielen Jahren erreicht IThr Kontostand 2500 EUR?
(ii) Bei welchem Zinssatz wiirde sich Thr Kapital nach 10 Jahren verdoppelt haben?
(iii) Wir gehen wieder von einem Zinssatz von 3% aus. Wie groR ist der Kontostand nach
20 Jahren, wenn Sie nach einem Jahr und danach jedes Jahr einmal 10 EUR abheben?

Losung:
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(b) Das Guthaben G(¢) nach t Jahren wird beschrieben durch die Funktion
G(t) =1000-1,03".

Zu (i): Gesucht st t = 0 derart, dass G(t) = 2500. Es gilt

In(2,5)

G(t) = 2500 < 1000- 1,03’ = 2500 < t =
In(1,03)

~ 30,9989.

Nach ca. 31 Jahren hat der Kontostand eine Hohe von 2500 EUR erreicht.
Zu (ii): Gesucht ist der entsprechende Zinssatz, sodass G(10) = 2000. Wir bestimmen

2000=1000-x"0 <= 2=x'"" <= x= V2~1,072.

Bei einem Zinssatz von ca. 7,2% wiirde sich das eingezahlte Guthaben nach 10 Jahren
verdoppeln.

Zu (iii): Wird immer nach einem Jahr ein Betrag in Hohe von 10 EUR abgehoben, so ist das
Guthaben G(¢) nach ¢ Jahren gegeben durch

t—1
G(t)=1000-1,03" —10- Y 1,03*

k=0

1-1,03"
=1000-1,03' -10- ——

1-1,03

1000
=1000-1,03" + - (1-1,03%)

2000 - 1000

’

Es ist G(20) = 1537,41, d.h. der Kontostand ldge nach 20 Jahren bei ca 1537,41 EUR.



