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1. Marco tedérico para una practica de ensenanza y
aprendizaje activa

1.1. Introduccion

Introducir un enfoque enactivo en la ensefianza de las Matematicas facilita a los
estudiantes a construir una mapa mental para comprender los conceptos y relaciones
matematicas y entender cdmo pueden utilizar las Matematicas en su vida diaria y en
sus trabajos. El aprendizaje enactivo significa realizar actividades y experimentos a
mano y manipulando los materiales para adentrarse en nuevos temas matematicos,
tener representaciones mentales del contenido matematico y descubrir relaciones
matematicas.

Por ello, las metodologias enactivas ayudan a aumentar la comprension y el atractivo
de las Matematicas [...] y, en mayor medida, contribuyen a reducir el bajo rendimiento.
No obstante, la adopcion de un enfoque enactivo de las matematicas se basa en dos
condiciones previas o premisas principales.

Por un lado, los profesores necesitan adquirir y equiparse con las competencias
pedagogicas adecuadas para poner en practica esta metodologia, especialmente en
lo que respecta a su aplicabilidad al contexto de la educacion y la formacion digital.
Por otro lado, los materiales enactivos pueden ser dificiles de conseguir en el contexto
actual fuertemente afectado por la crisis de COVID-19 y especialmente considerando
el hecho de que, durante varios meses, las escuelas estuvieron cerradas y la
educacion fue a distancia.

EnLeMaH seeks to promote the adoption of innovative digital pedagogical
competencies for Mathematics school teachers, which will enable them to develop the
knowledge and skills to:

a) Implementar una metodologia de ensefanza y aprendizaje enactiva adaptada
al contexto de la educacion digital que contribuya a hacer mas atractivas las
Matematicas para los estudiantes escolares (12-16 afios);

b) Guiar a los estudiantes en la creacién de materiales enactivos que apoyen sus
procesos de aprendizaje, utilizando materiales que pueden encontrar en casa,
con un enfoque especial en el aprendizaje de las funciones matematicas.

Para ello, EnLeMaH distingue tres fases principales en el proyecto. Una primera fase
(Resultado 1) esta definida por la creacion de un marco teorico en el que se basara
posteriormente la creacion del curso EnLeMaH para profesores de matematicas de
secundaria. La segunda fase del proyecto (Resultado 2) consiste en la creacién de

las unidades de aprendizaje y los materiales para el curso de formacion de profesores.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication [communication] reflects the views
only of the author, and the Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained
therein.



N\

e Co-funded by the
EO Erasmus+ Programme E L
e of the European Union n e
La tercera fase (Resultado 3), paralela a la segunda fase, es la estructuracion de estas

unidades de aprendizaje en forma de un curso online, el Curso de Formacién de
Profesores EnLeMaH.

Asi, este documento "Orientaciones para el aprendizaje enactivo en el Hogar"
(Resultado 1), recoge:

e Una aproximacion tedrica al enactivismo basada en los autores Maturana,
Varela, Brown y en la teoria del desarrollo cognitivo incluyendo los modos de
representacion de Bruner.

e Sus implicaciones para la ensefanza/aprendizaje de contenidos matematicos
desde una perspectiva enactiva.

e Una revisidon de los contenidos curriculares de matematicas (12-16 afos) en
los diferentes paises socios que participan en este proyecto.

e Un resumen de la tradicién que cada uno de los paises del proyecto tiene con
los enfoques enactivos en la ensefianza de las matematicas.

e Y, finalmente, los criterios que EnLeMaH establece para poder clasificar una
actividad como enactiva. Junto con estos criterios, EnLeMaH propone una
plantilla a seguir en la creacién de nuevas actividades de aprendizaje enactivo.

1.2. Principios para investigar como enactivista

En este capitulo se analiza la relacion entre la investigacién y la ensefianza. Para
EnLeMaH, los aspectos son fundamentales para la comprension del aprendizaje y la
ensefianza en situaciones enactivas. Nuestro enfoque para colaborar con las ideas
enactivas esta basado los principios para la investigacion como enactivista de Brown
(2015). En esta seccion, presentaremos sus tres principios.

1.2.1. Principio 1: Implicaciones del

saber/hacer y del "-ing". Grupo ;
Profegores ~ Investigadores
, y . colaborativo
Las teorias enactivistas se desarrollan a partir
de la base biolégica del ser y el enfoque
: _ Comparten
enactivo consta de dos puntos (Brown, 2015): 2 :
- La percepcién consiste en una accion SAICHENClas RIReONIn
guiada perceptualmente.
» Las estructuras cognitivas emergen de Nuegtra
los patrones sensoriomotores Eceribiendo  encenanza y | Digeutiendo
recurrentes que permiten que la accion aprendizaje
sea guiada perceptualmente. (Varela
etal. 1991, pp. 172-173).
Figura 1: Grupos colaborativos h
compartiendo experiencias
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Asi, "conocer es hacer, es aprender, es ser". Somos, literalmente, lo que hacemos,

nuestro entorno nos ha creado como nosotros hemos creado nuestro mundo. (Brown,
2015).

No se trata de una estructura cognitiva individual. Somos co-emergentes y
donde hay una coordinacion de acciones, como en una clase, o un grupo de
colaboracion, en un proyecto de investigacion, emerge una cultura de
practicas que es lo suficientemente buena (accién efectiva) para hacer lo que
hay que hacer. (Brown, 2015, p.189).

A continuacion, como grupo colaborativo de investigadores y profesores, podemos
compartir nuestras propias experiencias sobre el aprendizaje y la ensenanza, lo que
nos permite escribir y discutir para obtener conclusiones (figura 1).

1.2.2. Principio 2: historia del acoplamiento estructural

Maturana y Varela (1992, p. 75) hablan de "acoplamiento estructural (o adaptacion)
siempre que existe una historia de interacciones recurrentes que conducen a la
congruencia estructural entre dos (o mas) sistemas". Es decir, una necesidad
expresada por otro desencadena la accion de ayudar a satisfacer mis propias
necesidades.

¢, Como podemos utilizar la idea del acoplamiento estructural en los grupos de
colaboracion?

* - No hay certezas en la ensefianza y el aprendizaje, pero...

* - Lo que experimentamos a través de nuestras acciones es una interpretacion,
asi que...

» -"Dos personas no pueden ver lo mismo ni compartir la misma conciencia. Sin
embargo, podemos comunicarnos porque podemos hablar de los detalles de
las experiencias comunes vy, al hacerlo, la brecha entre las interpretaciones
puede reducirse" (Brown, 2015, p.189).

Por eso, cuando somos capaces de compartir nuestras experiencias y debatir a partir
de las preguntas necesarias para nuestro proyecto, la brecha entre nuestras
interpretaciones se reduce y da paso a una vision comun.

(&)
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Grupo

_ [nvestigadores
colaborativo

Profesoreg
Comparten
experienciag en coman
Que cignifica aprendizaje enactivo?

Tipo de aprendizaje para un aprendizaje enactivo?
Tipos de actividades en clage similareg, en nuestro paie ?

Reducir la brecha

~_ 7

Figura 2: grupo colaborativo en el aprendizaje Enactivo

1.2.3. Principio 3 y 4: perspectivas multiples y accion eficaz:

"La importancia de trabajar desde y con multiples perspectivas y la creacion de
modelos y teorias que sean suficientemente buenos para, no definitivamente de"
(Reid 1996, p. 207). “Eficaz" es una palabra técnica en las ideas enactivistas,
vinculada a las estructuras cognitivas y a las acciones de aprendizaje "eficaces" se
utilizé6 como "suficientemente bueno para" el aprendizaje de las matematicas de los
nifos y para apoyar a los nuevos profesores en la reflexion y la investigacion.

Los miembros del grupo de colaboracién de investigadores/profesores no trabajan
para obtener "respuestas", sino para ampliar nuestro abanico de posibles practicas
eficaces. En los siguientes capitulos, este abanico sera mas preciso en el ambito de
las representaciones y la base biolégica del aprendizaje enactivo.

1.3. Teoria del crecimiento cognitivo de Jerome S. Bruner

Creo que es fructifero distinguir tres sistemas de procesamiento de la informacion
mediante los cuales los seres humanos construyen modelos de su palabra: a través
de la accion, a través de las imagenes y a través del lenguaje (Bruner 1965, p.1).

Como Bruner afirmé anteriormente, las personas representan su aprendizaje y el
mundo en el que viven a través de la accidn si no pueden hacerlo mediante imagenes
o palabras. Asumié sobre el aprendizaje que cualquier materia puede ser ensefiada
en cualquier etapa de desarrollo de manera que se cumplan sus capacidades
cognitivas. Para aprender una actividad mas cualificada, tiene que "descomponerse (@))

This project has been funded with support from the European Commission. This publication [communication] reflects the views
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en componentes mas simples, cada uno de los cuales puede ser llevado a cabo por
un agente menos habil" (Bruner 1964, p. 2). Las representaciones son el producto
final de un sistema de codificacion y procesamiento de experiencias pasadas. De ahi
que introdujera un modelo que incluia tres modos de representacion, tal y como se
recoge en la tabla 1). En su opinion, las personas representan sus conocimientos de
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implican diferentes formas de procesamiento cognitivo" (Schunk 2012, p.457).

Tabla 1: modelos de representacion.

activa

representen su aprendizaje y el
mundo en el que viven a través de la
accion si no pueden utilizar
imagenes o palabras. Un alumno
entiende mejor  su entorno
interactuando con los objetos que le
rodean

Nombre del modo de Descripcion Ejemplos en clases de
representacion matematicas
Modo de representacién | Sugiere que las personas | Utilizar material para representar

un concepto matematico.

™

* 4
A

—~

Modo de representacion

Resume los acontecimientos por la

Utilizar imagenes (por ejemplo,

iconico organizacién selectiva de los |iméagenes de la  situacion
conceptos y de las imagenes, por las | (matematica),  graficos) para
estructuras espaciales, temporales y | representar un concepto
cualitativas del campo perceptivo y | matematico
sus imagenes transformadas.
Modo de | Simbdlico- | Cada palabra tiene una relacion fija | Utilizar la palabra (realmente
represent | verbal con algo que representa. hablada) para representar un
acion concepto matematico.
simbdlica
Simbdlico- | Cada simbolo tiene una relacion fija | Utilizar frases escritas y simbolos
no verbal con algo que representa. matematicos (por ejemplo,
ecuaciones) para representar un
concepto matematico.
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Para el aprendizaje enactivo, estos modos de representacion se corresponden en el
proceso de aprendizaje (figura 3). Las situaciones enactivas se traduciran en
representaciones iconicas y se reflejaran en esa situacion. La base de la enactividad

y/o la representacion iconica sera la base de la transformacion simbdlica y al revés:
los modos simbdlicos se transformaran en los modos iconicos y enactivos.

Enactive

. lconic ) Symbolic

Figure 3. Lo activo, lo icénico y lo simbdlico como anidado, co-implicado y
simultaneo (Francis, Khan, David, 2016, p.8)

Con ello, los tres modos de representacion abordan un aspecto tedrico central para
el proyecto EnLeMaH: Para la comprensién y la creacién de actividades de
aprendizaje enactivo, la separacién entre los diferentes modos es basica. En el
préximo capitulo, profundizaremos en los aspectos del disefio del aprendizaje activo.

1.4. Aprendizaje Enactivo: bases bioldgicas

Segun Di Paolo (2018), el término enactivo fue utilizado antes de las bases biologicas
que conforman la teoria en la actualidad. Por ejemplo, Bruner (1966), utilizé el término
enactivo para establecer una relacion entre las representaciones y los aspectos
corporales pertenecientes a la experiencia vivida por una persona. Actualmente el
significado del enactivismo se basa en los trabajos iniciados por el biélogo Francisco
Varela (1946-2001) y en los trabajos realizados juntamente con Maturana (1980,
1987). Hoy en dia esta perspectiva tedrica continua su desarrollo por parte de varios
grupos de investigadores que se centran en diferentes areas de estudio: Brown, L.,
2011, 2012, 2015. Coles, A., 2013, 2015. Di Paolo, 2005, 2018. Lozano, MD. 2004,
2015, por citar algunos.

Varela, Thompson y Rosch (1991) utilizaron las palabras "enaccion" y "enactivo" para
describir la visidon cognitiva de la lista de no-representacion que expusieron, la
cognicion como "accion encarnada". Esto se refiere a dos puntos importantes: (1) la
percepcion consiste en una accion guiada perceptualmente y (2) las estructuras fo'e)

This project has been funded with support from the European Commission. This publication [communication] reflects the views
only of the author, and the Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained
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cognitivas emergen de los patrones sensoriomotores recurrentes que permiten que la
accién sea guiada perceptualmente (Varela et al. 1991, pp. 172-173).

Por tanto, para entender qué es la enaccidon, debemos entender qué es la percepcion.
Es importante sefalar que la percepcion se considera a veces un proceso pasivo (por
ejemplo, cuando la luz entra en los ojos y se puede crear una imagen), pero en el
enactivismo, la percepcién es un proceso activo, y sin accion no hay percepcion. Por
otra parte, este proceso activo esta determinado por la estructura del perceptor, por
ejemplo: la forma en que un pajaro percibe una determinada situacién es muy
diferente a la que podria percibir una persona.

Por un lado, se entiende la organizacion como las relaciones que deben existir entre
los componentes de algo para ser reconocido como miembro de una clase especifica,
y, por otro lado, se entiende la estructura de algo como los componentes y relaciones
que constituyen especificamente una unidad particular que realiza su organizacion
(Lozano, 2014). Maturana y Varela sefialan que los seres vivos son sistemas en los
que la estructura cambia continuamente, pero cuya organizaciébn se conserva
(Maturana 1998a en Lozano, 2014). Esto ocurre en el particular modo de organizacién
que denominan autopoiesis. Por lo tanto, un sistema autopoiético es aquel que a
pesar de estar en constante cambio y producir nuevos sistemas de referencia. Segun
Matura (1987), el problema seria como manejar el problema del cambio de estructura
y mostrar cdmo un organismo que existe en un entorno y que funciona
adecuadamente segun sus necesidades, puede experimentar continuos cambios
estructurales, aunque el entorno sea cambiante. Entonces, esto podria ser una
aproximacion al problema de la ensefianza de las matematicas, un estudiante de
matematicas es un sistema que se organiza internamente en cada momento. Asi,
cada vez que le llega un estimulo, (por ejemplo, un simbolo matematico), éste se
incorpora inmediatamente a la estructura del alumno, a su ser.

Por otro lado, segun Lozano (2014), cuando los seres vivos interactuan con el entorno
en el que se incluyen otros seres vivos y hay una interaccion recurrente entre dos
sistemas, entonces ambos cambiaran de manera similar. Desde esta perspectiva,
podriamos decir que cuando una alumna de matematicas interactua repetidamente
con su profesor y con los demas alumnos, juntos crearan una historia de
interacciones. Por lo tanto, la estructura de todos los que participan en estas clases
puede cambiar de forma similar, creando nuevas formas de comunicacién y trabajo.
Si esto no ocurre, los cambios estructurales no conducen a la adaptacion al medio.
Lozano (2014), presenta un ejemplo claro para ello: si una alumna suspende
repetidamente los examenes de matematicas, en un determinado contexto esto
podria suponer que esta alumna cambie la dinamica del grupo en la que se encuentra.

Algo importante de mencionar, es que el mundo no es algo que nos viene dado, sino
algo con lo que nos relacionamos moviéndonos, tocando, respirando y comiendo, esto

This project has been funded with support from the European Commission. This publication [communication] reflects the views
only of the author, and the Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained
therein.



e Co-funded by the /\

L. B EnlLe
es lo que Maturana y Varela llamaron cognicién enactiva (Maturana y Varela, 1992).
Asi, el enactivismo indica que nuestra actividad mental (pensamientos, imagenes,
emociones) esta enraizada en las acciones que realizamos con y a través de nuestro
cuerpo. Desde el punto de vista del enactivismo, el aprendizaje surge en la medida
en que interactuamos activamente con el entorno, por lo que no puede pensarse en
una mera absorcion de informacidén, ni la cognicion es un fendmeno que surja solo
dentro de la cabeza o el cuerpo de una unica persona, sino que surge de las continuas
interacciones con el entorno, que a su vez es modificado por estos. En nuestro caso,
la sociedad y la cultura forman parte de nuestro entorno como seres humanos.

Esta concepcion del enactivismo desde un punto de vista biolégico, nos invita a
pensar en la importancia del tipo de actividades que se seleccionan para abordar un
contenido que tiene como objetivo el aprendizaje de las matematicas. En general, son
muchos los materiales de los que podemos disponer, pero debemos tener en cuenta
el contexto en el que se desenvuelven el alumnado, el tipo de ambiente y el tipo de
estructura que los compone. Es decir, debemos intentar crear modelos de tareas
adecuados al nivel de los y las estudiantes junto con el uso de materiales que les
permitan utilizar el cuerpo y lo tangible como herramienta principal para el desarrollo
de nuevos aprendizajes, y asi las imagenes que se crean sobre la actividad puedan
ser experimentadas por ellos mismos a través de sus propias acciones. Todo ello
debe ir acompafado de estrategias que permitan un buen desarrollo de las
actividades de clase y una buena gestion del entorno teniendo en cuenta las
caracteristicas individuales y grupales.

Por lo tanto, el objetivo principal de las actividades que se produzcan en el marco de
este proyecto EnLeMaH debe respetar la vision bioldgica del enactivismo, es decir,
partir de objetivos de aprendizaje que puedan ser alcanzados a través de acciones
que involucren al cuerpo. Tras ello, con las mismas imagenes y representaciones que
el alumnado creara a través de la actividad, podemos apoyarnos en la teoria de
Bruner para realizar las transformaciones necesarias para que se vinculen sus propias
visualizaciones con otros modos de representacion, sin perder de vista que la
generacion de las representaciones individuales del alumno o alumna esta dada por
su propia percepcion de las acciones realizadas.

En el siguiente apartado podemos encontrar una pequeia pauta sobre las estrategias
que se pueden utilizar a la hora de seleccionar una actividad enactiva y que también
utiliza Bruner para la comprensién de las concepciones y conceptos erroneos con la
ayuda de los diferentes modos de representacion.

1.5. Principios e ideas enactivas para el diseno de actividades

—_—
1. Empezar con una actividad (cerrada) (que puede implicar la ensefianza de una o
nueva habilidad).

This project has been funded with support from the European Commission. This publication [communication] reflects the views
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2. Considerar al menos dos ejemplos contrastados (a ser posible, imagenes) y
recoger las respuestas en un "tablero comun".
3. Pedir al alumnado que comenten lo que creen que es igual o diferente en los
ejemplos contrastados y generar un espacio para que planteen preguntas.
4. Tener preparada algunas preguntas en caso de que no se animen a participar.
5. Introducir el lenguaje y la notacion que surja de los comentarios que haga el
alumnado para mostrarles que estan presentes en la explicacion.
6. Ofrecer oportunidades para que detecten patrones, hagan conjeturas y
trabajen para demostrarlas (lo que implica generalizar y el algebra).
7. Generar oportunidades para que el o la profesora ensefie nuevas habilidades
y para que el alumnado practique las habilidades en diferentes contextos.

En la medida de lo posible, la actividad consistira en algo visible o tangible y que toda
la clase pueda realizar. El reto y la oportunidad de ensefiar habilidades en diferentes
contextos estan relacionados con el poder de extraccion que tiene el ser humano.
Cuando hacemos algo en diferentes contextos, es mas probable que podamos extraer
la habilidad y retenerla para usarla en otra ocasién (Coles y Brown 2013, p. 186-187).
Una posible aproximacion a la definicién de aprendizaje enactivo seria: "aprender es
ver mas, ver de manera diferente, en un proceso recurrente vinculado a las acciones
en el mundo que da retroalimentacion que conduce a acciones adaptadas hasta que
las conductas se vuelven efectivas, es decir, no se crean perturbaciones, y la accion
es por lo tanto 'suficientemente buena' para estar en el mundo" (Brown, 2015, p.190).

Hasta aqui hemos revisado las bases bioldgicas del aprendizaje enactivo, y la figura
4 nos muestra un posible contexto de aprendizaje. En el siguiente apartado veremos
como las bases enactivas pueden vincularse a los modos de representacion
propuestos por Bruner que toma el enactivismo como base para mostrar como se
empieza a desarrollar el conocimiento.

Figura 4: el contexto de aprendizaje

E ctudiantes

(Cerrada) / Algo

Actividad tangible

Aecioneg en

el mundo real

Contextog
diferenteg
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Las aportaciones tedricas de los tres primeros capitulos abordan diferentes puntos de
vista sobre el aprendizaje enactivo: la conexion entre el investigador y el profesor, el
tipo de modo de representacion y los aspectos para disefiar el aprendizaje enactivo.
En el siguiente capitulo se considerara un tipo especial de actividad: el experimento
como actividad central para el aprendizaje enactivo.

1.6. Experimentos

Un experimento es un método cientifico mediante el cual se recopila informaciéon. Se
utiliza tanto en la escuela como en la universidad y también en multiples asignaturas.
Pero hay una diferencia entre los experimentos en matematicas y en otras
asignaturas, que puede verse en la siguiente seccion. Por lo tanto, los experimentos
matematicos tienen dos propdsitos diferentes. Los pasos separados de los
experimentos matematicos pueden verse en el apartado 1.6.2.

1.6.1. El método "experimento” - diferencias entre las asignaturas

Siguiendo a Kirchner et al., los experimentos en ciencias naturales tienen diferentes
propositos: recopilar conocimientos, demostrar fenomenos, ofrecer "experiencias
primarias" a los alumnos o verificar una relacion o un modelo (cp.
Kircher/HauBler/Girwidz, 2009). Todos estos propdsitos conducen a una mejor
comprension de la naturaleza. Normalmente, un experimento en ciencias naturales
consta de hasta seis pasos. Al principio hay que aclarar el objeto de investigacion.
Después, el alumnado debe recopilar hipétesis como segundo paso. El tercer y cuarto
paso son la planificacion y la ejecucién del experimento. Durante la ejecucion es
importante la medicion de los datos para analizarlos en busca de una correlacion entre
las cantidades. Este andlisis es el quinto paso y sélo quedaria el ultimo: la
interpretacion de los resultados. En el ultimo paso se comparan los resultados y las
hipétesis (cp. loc. cit.). La propia interpretacion de los resultados suele conducir a otro
objeto de investigacion y, por tanto, a otro experimento. Aunque hay diferenciaciones
entre los experimentos, por ejemplo, " Lo ejecutaran los alumnos o el profesor?" o
"¢ En qué fase de la clase se integra el experimento?" (cp. Wiesner/Schecker/Hopf,
2017, p. 106-114), en las ciencias naturales todo experimento se refiere a objetos
reales.

Existen similitudes y diferencias entre los experimentos matematicos y los
experimentos de las ciencias naturales. En ambas asignaturas, un experimento
describe una forma de reunir conocimientos mediante la observacion de una accién
controlada con "objetos" (cp. Ludwig/Oldenburg, 2007, p. 4). El proceso de —
experimentacion en matematicas es en gran medida idéntico al de las ciencias N
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naturales. El analisis de varios ejemplos o la manipulacién con material es un punto
de partida para que el alumnado construya hipétesis, por lo que el segundo paso
puede sustituirse tras el tercero y el cuarto. Como los hechos matematicos necesitan
ser probados, el sexto paso de la interpretacion sugiere aproximaciones a una prueba
formal o conduce a una repeticion del experimento con condiciones ligeramente
diferentes (cp. Philipp, 2012, p. 27 o Goy/Kleine, 2015, p. 6). Por ultimo, los
experimentos matematicos pueden separarse de los objetos reales (cp. parrafo 4).
Por lo tanto, la experimentacion en matematicas necesita que el alumnado conozca
la heuristica y enseia competencias orientadas al proceso.

1.6.2. Experimentos matematicos como proceso

Como se ha mencionado anteriormente, la experimentacién en matematicas es un
ciclo de diferentes pasos. En referencia a Philipp (2012) y Goy/Kleine (2015) hay
cuatro pasos principales para los experimentos matematicos:

1. Plantear el problema y la pregunta.

2. Generar hipétesis.

3. Planificar, ejecutar y analizar el experimento (lo que seria el
"ensayo")

4. Elaborar un modelo matematico, concepto o prueba.

En cada experimento, el primer paso es plantear el problema o la pregunta
matematica y el ultimo paso es la elaboracion de un modelo, un concepto o una
prueba. El orden de los demas pasos puede cambiarse teniendo en cuenta el objetivo
del experimento. Si el experimento pretende verificar o falsificar hipdtesis, éstas
deben generarse en primer lugar. Si el experimento tiene como objetivo que los
alumnos aprendan a experimentar o a elaborar sus propios modelos y conceptos, el
ensayo debe situarse antes de la generacion de hipétesis (cp. Goy/Kleine, 2015, p.
5f). Aunque no siempre es necesario recoger las hipotesis antes del ensayo.

Heintz establece tres contextos para los experimentos matematicos: descubrimiento,
validacién y persuasion (cp. Philipp, 2012, p. 25). El contexto de descubrimiento
pertenece a la generacidon de hipoétesis y se entiende como un ensayo sistematico
para explorar relaciones no identificadas. Aqui el conocimiento se obtiene por
induccion. Por otra parte, el conocimiento se obtiene por deduccién cuando una
hipotesis dada es validada por el experimento matematico. En este caso, el
experimento se situa en el contexto de la validacion. Por ultimo, si no se necesita ni
descubrimiento ni validacién porque una relacién, concepto o modelo ya esta
confirmado, existe otro contexto para el experimento matematico: la persuasiéon. En
este caso el experimento debe convencer a los alumnos (cp. loc. cit.).

-
W
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Sobre la base de los antecedentes tedricos, el aprendizaje activo en el proyecto
EnLeMaH puede describirse como actividades practicas que permiten a los
estudiantes descubrir relaciones matematicas o demostrar conexiones matematicas.
Las diferentes fases de un experimento pueden ser una guia para el profesorado
basada en los principios de planificacidén, para organizar una situacion de aprendizaje
enactivo.
Para ello, en relacién con la idea del enactivismo y el concepto basico de los
experimentos en Matematicas, examinaremos ademas los curriculos escolares de
cada pais que se integra en el desarrollo del proyecto EnLeMaH, para asegurar que
el contexto realizado se transfiere bien al sistema escolar correspondiente.

2. Breve resumen de los planes de estudio escolares

En el proyecto EnLeMaH participan investigadores y profesores de cuatro paises
diferentes. El objetivo de este proyecto es crear situaciones de aprendizaje enactivo
en el campo de las funciones para estudiantes de 12 a 16 afios. En los siguientes
capitulos se tendran en cuenta los diferentes planes de estudio de los paises, para
fundar una base para el aprendizaje activo en este campo de las matematicas en la
escuela.

2.1. Plan de estudio para las funciones en Croacia

En los planes de estudio de matematicas de Croacia hay cinco temas principales: (A)
Numeros, (B) Algebra y funciones, (C) Geometria, (D) Medicion y (E) Estadistica y
probabilidad. En el ambito del "Algebra y funciones" el alumnado define las funciones
e interpreta, compara, representa graficamente y aprende sobre sus propiedades
reconociendo regularidades y describiendo la dependencia de dos cantidades en el
lenguaje del algebra. Modelan situaciones describiéndolas algebraicamente y
resuelven problemas de la vida real que implican regularidades o dependencias
funcionales. La siguiente tabla ofrece una vision general sobre los diferentes tipos de
funciones que se trabajan con el alumnado de 12 a 16 afios.

Tabla 2: Planes de estudio de Crocia

Grado Concepto Representacion | Proporcion | Funcién linear Funcion
de funciéon | Grafica de las es cuadratica
funciones
E 6° grado Resolver y aplicar
D ecuaciones
U lineares
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C 7° grado Contenido Dependencia Proporcion | Resolver y aplicar
A adicional: linear alidad y | ecuaciones
C Conectar la proporciona | lineares.
I dependenci lidad
(o] a lineal con inversa Aplicar
N la funcién dependencia linear
lineal
P Contenido
R adicional: Resolver
| una desigualdad
M lineal simple
A
R 8° grado Resolver y aplicar | Resolver y
I una ecuacion | aplicar una
A lineal ecuacion
Resolver y aplicar | cuadratica
un sistema de dos | de la forma
ecuaciones x2=k
lineales con dos
incégnitas
1er grado | Funcion Grafica de una | Aplicar la | Aplicar una
E (14,15 linear funcion linear proporciona | ecuacién lineal y
D anos) lidad y un sistema de
U ecuaciones
C lineales.
A
C Aplicar
| desigualdades
(o} lineales en
N situaciones
problemas.
S
E Conectar
C diferentes
U representaciones
N de wuna funcion
D lineal.
A
R Aplicar a una
| funcion lineal en la
A resolucion de
problemas.
2°grado Concepto y | Analisis de la Resolver y
(15,16 analisis de | representacion aplicar una
afnos) una funcion | grafica de una ecuacion
funcion cuadratica
Aplicar una
funcion
cuadratica

Para profundizar en esos grados y en su demanda:
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6°y 7° grado: Los alumnos analizan una situacion problema para los conjuntos Zy Q
y la formulan como una ecuacién lineal. En 6° grado (también en 7°) reducen una
ecuacion lineal mas compleja para formar ax = b (ax + b = 0) para a y b siendo
numeros racionales no negativos (numeros racionales) aplicando equivalencias de
ecuaciones. También resuelven una ecuacién lineal sencilla con valor absoluto.
Ademas de resolver ecuaciones lineales, los alumnos reconsideran la exactitud y el
sentido de la solucion obtenida y la explican en el contexto del problema. Un contenido
adicional es la resolucion de desigualdades lineales sencillas. En situaciones de la
vida real, el alumnado reconoce y explica la proporcionalidad y la proporcionalidad
inversa y determina e interpreta el coeficiente de proporcionalidad y la
proporcionalidad inversa. Ademas, relacionan el coeficiente de proporcionalidad con
el cociente de dos cantidades proporcionales. Se recomienda animar al alumnado a
utilizar un enfoque intuitivo para resolver problemas de proporcionalidad y
proporcionalidad inversa. También, que determinen y expliquen algunas unidades de
medida complejas (km/h, m/s, g/lcm3, kg/m3, habitantes/km?) y convertir divisas.

En el resultado "Aplicar una dependencia lineal" el profesorado no pone a prueba la
técnica de calculo del alumnado, sino su pensamiento l6gico y su capacidad para
analizar el problema. El alumnado explica la dependencia lineal de cantidades a partir
de situaciones problema de la vida real. Se hace hincapié en el estudio de las
cantidades dependientes, en la traduccion de la situacion observada de dependencia
lineal a una notacion algebraica, en la interpretacién de una representacion grafica de
la dependencia lineal y en el analisis del cambio. El alumnado forma una tabla de
valores asociados de datos linealmente dependientes. Representan graficamente la
dependencia lineal y establecen una conexion entre la dependencia y la funcion lineal.

8° gra: En problemas dados, el alumnado reconoce la posibilidad de resolver un
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Si el sistema es mas
complejo, lo reducen a una forma estandar y lo resuelven por un método dado o
arbitrario. Ademas, discuten la existencia de la solucion obtenida (unicidad,
inexistencia, infinitas soluciones). El alumnado describe una ecuacién cuadratica de
la forma x2 = k, donde k es un numero racional no negativo y aplican la ecuacion
cuadratica para resolver situaciones problema y para representar cantidades
mediante férmulas matematicas. También interpretan la existencia de dos soluciones.

1er grado: el alumnado escribe un problema dado en forma de ecuacién lineal o
sistema de ecuaciones lineales y los resuelven. Discuten la existencia de su solucion
considerando el valor de los parametros. Resuelven también desigualdades lineales
escribiendo la solucién de diferentes formas, sistemas de desigualdades lineales con
una incognita e inecuaciones lineales simples con valor absoluto. Los alumnos
relacionan diferentes representaciones de una funcion lineal. Para una funcién lineal
dada, calculan el valor de la funcién, dibujan una gréfica, definen y determinan el cero
de la funcion e interpretan los coeficientes.
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Ademas, representan la funcion lineal mediante tablas y graficos y describen la
influencia de los coeficientes en la posicion del grafico. Los alumnos leen los
parametros y valores de la grafica y determinan los coeficientes y la funcién. A partir
de los elementos dados (parametros y valores, puntos de la grafica, coeficientes)
determinan la funcion. El contenido ampliado para este grado consistiria en dibujar
una grafica de la funcion de valor absoluto. A partir de los datos dados, los alumnos
escribirian la dependencia lineal como una funcion lineal. En situaciones problemas,
reconocen una dependencia lineal, la escriben como funcion y la aplican para analizar
el problema. Tienen que analizar un problema a partir de su representacion grafica.
Por ejemplo, disefiar una tarea mostrada por el grafico dado (Figura 5):

Figura 5: Disefiar la tarea a partir de un grafico
dado

2° grado: El alumnado resuelve eficazmente una ecuacion cuadratica, comprueba sus
soluciones y argumenta la naturaleza de estas. Por ejemplo: "Sin resolver la ecuacion
3x2 +4x — 1 =0 determina la naturaleza de su solucion. Asimismo, aplican el
discriminante para determinar la naturaleza de la solucion de una ecuacion
cuadratica. Ademas, resuelven ecuaciones que reducen a una ecuaciéon cuadratica y
modelan una situacion problematica y determinan soluciones.

En el ambito "Analisis de una funcién" los alumnos calculan el valor funcional de una
funcién polinémica, racional e irracional. Explican el concepto de funcion y determinan
computacionalmente el dominio y el codominio de figuras racionales e irracionales
simples. Ademas, definen la biyeccidn y la reconocen en los ejemplos de conjuntos
mostrados por los diagramas de Venn y determinan la imagen de la funcion lineal y

cuadratica. Las funciones racionales simples son de la forma f(x) = Las

bx+c’
funciones irracionales simples son de la formaf (x) = Vax + b.

En el dominio "Analisis de la representacion grafica de una funcion” los alumnos
representan funciones graficamente y determinan el dominio, el codominio y la

imagen de una funcion mediante su grafica. Por ejemplo “Dibujar graficas f(x) = %y -

f(x) = Vx determinando el valor de la funcién para algunos valores de la variable x. ~l
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A continuacion, esboza las graficas de sus funciones inversas, mapeando las
funciones sobre la recta y = x.” Los alumnos dibujan la grafica de una funcién
cuadratica con coeficientes racionales. Determinan el cero, la interseccion con la
ordenada, el vértice de la parabola, el eje de simetria y también el recorrido de la
funcion. También resuelven inecuaciones cuadraticas sencillas. Al representar
graficamente una funcién cuadratica, los alumnos explican la forma de la funcién en
funcién del discriminante y del coeficiente principal.

El contenido extendido para este curso consiste en especificar una funcion del grafico.
Por ejemplo: los alumnos representaran graficamente una funcion de la forma f(x) =
a(x — xy)? + y, utilizando la traslacion y una funcion de la forma f(x) = ax? + bx + ¢
por el método de los cinco puntos (cero real, vértice de la parabola, interseccién con
la ordenada, cartografia de la interseccion sobre el eje de simetria. La situacion del
problema incluye problemas con los extremos y la determinacién de las intersecciones
de las funciones cuadraticas y lineales. Por ejemplo: "Al hacer un seguimiento de las
ventas de un producto, se encontré que las ventas pueden ser descritas por una

funcioén cuadratica f(x) = —;—Oxz + 12x — 180, donde x es el precio del producto, y

f(x) es el numero de unidades del producto vendidas al precio de x. ¢Cuantos
productos se venderan si el precio es de 30 kunas? ;Cuanto ganara el comerciante?
¢A qué precio sera maxima la venta de este producto?

El tema de las funciones adquiere cada vez mas importancia durante los cursos. Al
principio, los numeros son el tema principal de la educacion matematica en la escuela,
con aproximadamente el 50% del tiempo de aprendizaje. ElI pensamiento funcional
ocupa el 20% del tiempo de aprendizaje. Al final del periodo, el tratamiento de las
funciones es el tema principal en las escuelas croatas, con un 45% del tiempo de
aprendizaje.

2.2. Planes de estudio para las funciones en Alemania

En el sistema escolar ordinario de Alemania, existen tres tipos de graduacion en la
ensefianza secundaria hasta los 16 afos. Todos ellos se refieren al concepto de
funciones y a diferentes tipos de funciones. En la siguiente tabla se ofrece una vision
general.

Tabla 3: Planes de estudios de Alemania

Tipo de Proporcién | Linear Cuadratica Trigonométrica | Exponencial
funcién
/

-
(o)
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Nivel

educativo

(Nivel bajo) | Distinguir Trabajar con

Representa | conceptual | las funciones

alos mente las | lineales

graduados | asignacione

de 9°grado | s

(14,15 proporciona

anos) les (directa

e inversa) y
lineales vy
utilizarlas
para los
calculos

(Nivel Trabajar con | Describir Conceptualizar el

medio) funciones procesos crecimiento

Representa cuadraticas periodicos con | exponencial y

alos en diferentes | la funcién seno | utilizarlo para los

graduados representacio calculos

del 10° nes de

grado términos

(15,16

afnos)

Nivel alto Describir Describir las | Aplicar Describir procesos
procesos de | propiedades | transformacion | de crecimiento con
crecimiento de las | es sencillas a | la ayuda de
mediante funciones las funciones | funciones
funciones cuadraticas. | seno. exponenciales.
lineales. Aplicar

Aplicar Nombrar la | transformaciones
Resolver transformacio | funcién coseno | sencillas a las
ecuaciones nes sencillas | como derivada | funciones
polinbmicas |[a funciones | de la funcién | exponenciales.

que puedan
reducirse a
ecuaciones
lineales por
simple

factorizacion
o sustitucion
a ecuaciones
lineales sin
ayudas

digitales.

cuadraticas.

Resolver
ecuaciones
polinébmicas
que puedan
reducirse a
ecuaciones
cuadraticas
mediante una
simple
factorizacion
o sustitucion
a ecuaciones
cuadraticas.

seno.

Formar la derivada
de la funcion
exponencial natural.

Describir las
propiedades de las
funciones

exponenciales y la
propiedad

propiedad de la
funcion exponencial
natural.
Utilizar las
funciones

exponenciales para

describir los
procesos de
crecimiento y

decadencia
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y comparar la
calidad de la
modelizacion de
forma ejemplar con
un crecimiento
limitado.

En el plan de estudios aleman, el campo de las funciones esta estrechamente
relacionado con el de las ecuaciones. La educacion primaria termina, en su mayoria,
en el cuarto curso.

En la educacion secundaria se aborda el campo de las funciones en los siguientes
contenidos:

e Grado 5y 6: pre conceptos de relaciones entre cantidades; uso de términos
sencillos para describir situaciones; resolucion de problemas faciles de
situaciones reales con métodos como el intento sistematico.

e e grado 7 y 8: concepto de relaciones entre numeros y cantidades; relaciones
proporcionales directas o inversas; calculo de porcentajes como concepto de
relacién proporcional; concepto de término; concepto de ecuacion lineal en
situaciones faciles, (p.e. 2x+5 = 3) con diferentes métodos para resolver
ecuaciones como el intento sistematico, los métodos operativos y la
transformacién: concepto de funcidn como relacion especial; funciones
proporcionales y lineales; concepto de ecuaciones lineales y resolucion de las
mismas con métodos algebraicos y graficos; conexion entre funcion vy
ecuacion; sistema de ecuaciones lineales.

e Grado 9 y 10: funciones cuadraticas; variacion de parametros; concepto de
ecuaciones cuadraticas y resolucion de las mismas con métodos algebraicos
y graficos; conexién entre funcidn y ecuacion; razén y ecuaciones faciles con
razon.

Contenido extra: sistema de funciones (lineales, cuadraticas) y su resolucion
grafica y algebraica; otros tipos de funciones que contrastan con las lineales y
cuadraticas como las funciones exponenciales en contextos sencillos; el sen x
como de funcion periddica.

En el plan de estudios aleman existen dos temas principales: (1) calculo, (2)
relaciones, funciones y ecuaciones. Los campos de (3) geometria plana,
especialmente con triangulos, y (4) estadistica no tienen la misma importancia que (1)
y (2). (5) La geometria espacial esta al final de los temas.

En los grados 5 y 6, los temas de las relaciones, las funciones y las ecuaciones tiene
una extension de aproximadamente el 20% de los planes de estudio de matematicas
aleman. Las preconcepciones se aplican en los temas de las cantidades y la
geometria plana. En los grados 7 y 8, este tema tiene una extensién de N
aproximadamente el 50% siendo el tema dominante en estos grados. También en el
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grado 9 y 10, adquiere un mayor peso, un 50%-60%. El estudio de las ecuaciones

especiales también se trabajara en la parte relacionada con la geometria plana (por
ejemplo, la relacion en el teorema de las lineas de interseccion).

2.3. Planes de estudio para las funciones en Lituania

En las escuelas lituanas, el ambito de las funciones se desarrollara como se indica en
la siguiente tabla.

Tabla 4: Plan de estudios en Lituania

Leer (analizar)
las relaciones
entre dos
cantidades
expresadas en
graficos o
tablas
sencillas.
Explicar con
sus propias
palabras lo que
muestran los
numeros en los
ejes Ox y Oy.
Encontrar el
valor de una
cantidad a
partir de la
grafica o tabla
dada cuando el
valor de otra

Resolver las
tareas mas
sencillas de
contenido diario,
en las que las
dos medidas
son
directamente
proporcionales.

Dar ejemplos de
cantidades
directamente
proporcionales,
explicar como
encontrar el
valor de una
cuando se
conoce el valor
de la otra.

cantidad

especifica

Utilizar tablas, | Apoyarse en
graficos y modelos y

férmulas que
describan las
dependencias
de dos
medidas,
resolviendo

propiedades de
proporcionalidad
directa o
inversa, la
propiedad de la
proporcion en la

N
—
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problemas
sencillos de
contenido
practico y
matematico.
Explicar con
sus propias
palabras los
conceptos de
variable
independiente
y dependiente,
saber como se
denominan.
En casos
sencillos,
determinar a
partir de una
grafica, una
formula o una
tabla cémo
hallar el valor
de una
cantidad
cuando se
especifica el
valor de otra.

explicacion de
soluciones a
problemas
sencillos de
diverso
contenido.
Recordar que
las cantidades
directamente
proporcionales
estan
relacionadas
con la ecuacion
y/x=k, e
inversamente
proporcionales
con la igualdad
X -y=Kk, para
dar ejemplos de
cantidades
relacionadas
con tales
dependencias.
En los casos
mas sencillos,
aplicar la
propiedad
basica de la
proporcion.

Comprender
cuantos puntos
hay que
seleccionar para
dibujar un dibujo
de una grafica
de
proporcionalidad
directa e
inversa.
Recopilar y
completar una
tabla parcial de
valores de
proporcionalidad
directa e inversa
cuando x> 0,
para dibujar
bocetos de sus
graficas.

Ser capaz de
comprobar si el
punto pertenece
al programa de

la funcién.
9-10 Combinar Apoyarse en los | Trazar formas | To solve To perform
grado diferentes modelos y en el sistema | systems of transformations
(15,16 | formas de propiedades de | de linear of the graph y =
anos) expresar la coordenadas, | equations x2: stretching on

This project has been funded with support from the European Commission. This publication [communication] reflects the views
only of the author, and the Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained

therein.

N
N



** o
* *
* *

*

* oy ®

Co-funded by the
Erasmus+ Programme
of the European Union

N\

EnLe

funciones,
aplicar las
propiedades de
una funcion en
la resolucion
de problemas
sencillos de
contenido
practico y
matematico.
Describir los
conceptos de
variable
independiente
(argumento) y
de variable
independiente
(funciodn),
escribir sus
simbolos.

En casos
sencillos, a
partir de una
grafica, una
férmula o una
tabla,
determinar qué
cantidad es
independiente
y cual es
dependiente,
para saber
cémo
encontrar el
valor de una
cuando se
especifica el
valor de otra.
Determinar a
partir de la
grafica si la
dependencia
de las dos
cantidades es
funcional. Dar
ejemplos de
funciones y no
funciones.
Explicar como
comprobar si
un punto
pertenece a la
grafica de una
funcion.

A partir de la
grafica
encontrar las
areas de
definiciéon y

proporcionalidad
directa o
inversa, la
funcion lineal,
cuadratica, la
propiedad de la
proporcioén para
explicar las
soluciones de
problemas
sencillos de
diverso
contenido.
Reconocer la
proporcionalidad
directa o
inversa, las
funciones
lineales,
cuadraticas
expresadas de
diversas
maneras, dar
ejemplos de
cantidades
relacionadas
con estas
funciones.

En casos
sencillos, aplicar
la propiedad
basica de la
proporcion.
Comprender
cuantos puntos
hay que elegir
para dibujar las
gréficas de las
férmulas y = kx
+b,y=k/xand
y=x%y=ax?+
bx+c,y=a(x-
m)2+n;y=a(x
- X') (x - x?)
Saber cuales
son los nombres
de las graficas.
Explicar como
se escribe la
expresion de
una funcioén a
partir de una
grafica de
funciones
lineales y
cuadraticas.

dibujar una
forma
simétrica con
respecto al
punto y la
linea,
describir la
posicion de
las formas en
el sistema de
coordenadas
en pares de
numeros.
Encontrar la
longitud del
segmento,
las
coordenadas
del punto
medio del
segmento,
cuando se
conocen las
coordenadas
de los
extremos del
segmento.
Asociar un
par de
numeros con
su imagen en
el sistema de
coordenadas.
Indicar a qué
cuarto de
coordenadas
pertenece el
punto.

En el sistema
de
coordenadas,
marcar un
punto
simétrico a
unarecta o
punto dado,
comprobar
que las dos
figuras son
simétricas
respecto al
origen de las
coordenadas,
los ejes Ox y
Oy.

Para explicar
con un
ejemplo
como

graphically
approximately.
To approximate
graphically the
equations f (x)

=a,f(x)=g(x)
and the
inequalities f

(x)a, f(x)<a,f
(x) za, where f
(x) and g (x)
are functions of
direct, inverse
proportionality,
linear,
quadratic, and
ais a number.
To explain the
essence of the
graphic method
in your own
words.

To find the
approximate
solution of the
system of
linear
equations from
the graph.
Based on the
example, to
explain how to
find a solution
to an equation
or inequality
with one
unknown from
a graph.

the Oy axis (y =
ax2), thrusts on
the Ox and Oy
axes (y=x2+n
andy = (x-m)
2), symmetry
with respect to
the Ox axis (y =
-X2); associate
graph
transformations
with changes in
the formula 'y =
X2.

To know how to
transform the
graph of a
function using
the graph's
thrust on the Ox
and Oy axes,
tensile
(pressure),
symmetry.

For example,
having the graph
of the function y
= x2 explains
how to draw the
graph of the
function y = a (x
-m)2 +n.
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valores de la encontrar la
funcion, longitud de
intervalos de un segmento,
aumento, las
disminucion, coordenadas
estabilidad de del punto
los valores de medio del
la funcién, segmento
valor maximo o cuando se
minimo de la conocen las
funcion. coordenadas
Saber de los
encontrar con extremos del
qué valores de segmento.
los parametros,
una funcion
adquiere un
valor particular,
los valores de
la funcioén son
positivos (o
negativos)
cuando la
funcion se
expresa en un
grafico o
formula.

2.4. Planes de estudios para las funciones en Espaia

En el sistema escolar espafol, en lo que respecta a la Educacion Secundaria
Obligatoria (E.S.O), existen cuatro cursos que van desde los 12 a los 16 afios de
manera general.

Tabla 5: Plan de estudios espafiol 1

1° EP- 6° EP
1° ESO 12-13
2° ESO 13- 14
3°ESO 1415
4° ESO 15— 16

N
=N
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En los cursos de la ESO, las matematicas se distribuyen en cinco bloques de
aprendizaje: |. "Procesos, métodos y actitudes en matematicas", Il. "Numeros vy
algebra", lll. "Geometria", IV. "Funciones" y V. "Estadistica y probabilidad".

Los principales temas tratados en cada curso, y en particular los contenidos
relacionados con las funciones se pueden encontrar en la siguiente tabla:

Tabla 6: Plan de estudios espafiol 2

Representacio
1° ESO n de puntos en
las

12-13 coordenadas
cartesianas

2°ESO Las variables Distinguir
13-14 dependientes proporcional,
e inverso y
independientes | lineal

, asi como
sobre los
conceptos y el
célculo de
crecimiento,
decrecimiento,
maximos y
minimos. Los
alumnos
utilizan
funciones de
proporcionalid
ad (y=mx);
funciones
lineales (y=mx
+n)y
funciones
constantes

(y=k).

N
N
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Concepto y Si Si trabajar a*sin(bx+c)+d a*bx
3°ESO caracteristicas: con Describe los Concepto
Dominio, funciones procesos de
15-16 rango, puntos cuadraticas | periddicos con | crecimiento
de interseccion en la funcién exponencial
con los ejes, diferentes seno. y calculo.
continuidad, representa
monotonia, ciones de
tendencia, términos.
periodicidad,
curvatura,
simetria

2.5. Conclusiones

Como se muestra en los capitulos anteriores, en los diferentes paises participantes
en el proyecto EnLeMaH, el campo de las funciones es el tema matematico mas
importante durante el periodo de aprendizaje basado en la educacion secundaria. Los
diferentes antecedentes culturales de los socios permiten suponer que esta
importancia también existirda en los cuatro paises. Ademas, los planes de estudio
mostrados dan pistas de que el proceso de aprendizaje de las matematicas en los
distintos paises en lo que respecta a los conceptos funcionales y los tipos de
funciones es similar en cuanto al orden y la disposicion. Esta es la base del trabajo
comun del profesorado para el aprendizaje activo, ademas de los puntos de vista
especificos de cada pais: la disposicidon de las funciones de aprendizaje en la escuela
es bastante similar.

3. Aprendizaje y enseianza enactiva en el proyecto
EnLeMaH

En este capitulo se tendra en cuenta la filosofia del aprendizaje activo en la escuela.
De este modo, se considerara la implementacion del aprendizaje activo en las normas
nacionales, en los programas de formacion del profesorado y en los programas
universitarios.

3.1. Filosofia croata

Segun el plan de estudios croata del curso de matematicas para escuelas primarias
e instituto a partir de 2019 (Odluka o donoS$enju kurikuluma za nastavni predmet
Matematike za osnovne Skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj (nn.hr)), el aprendizaje
y la ensefianza de la asignatura de matematicas se consigue conectando los procesos
y los dominios matematicos. Esta bidimensionalidad se manifiesta en los resultados N
y contribuye a la adquisicion de competencias matematicas. Los procesos____
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matematicos son: representacion y comunicacioén, vinculacion, razonamiento légico,
argumentacion e inferencia, resolucion de problemas y modelizacion matematica y
aplicacién de la tecnologia. Los dominios de las asignaturas de matematicas son:

numeros, algebra y funciones, forma y espacio, medicién y datos, estadistica y
probabilidad.

Segun el plan de estudios, a pesar de la evolucion de todos los conceptos y procesos,
es necesario cambiar y modernizar la forma en que se aprenden y ensefian las
matematicas y proporcionar a los alumnos experiencias de aprendizaje diversas y
ricas. La capacidad de aplicar lo que aprenden en una variedad de situaciones
problematicas y el conocimiento para regular su propio aprendizaje son
especialmente importantes.

Al organizar el proceso de aprendizaje y ensefanza, el profesorado selecciona el
alcance y la profundidad del aprendizaje y adapta los problemas, los métodos y las
estrategias para satisfacer mejor las necesidades, las oportunidades y los intereses
de los alumnos. Tanto el profesorado como el alumnado tienen autonomia para
seleccionar los materiales y las tecnologias que haran que el aprendizaje de las
matematicas sea desafiante, variado y estimulante y que permita la realizacién de los
resultados de aprendizaje previstos. El plan de estudios hace hincapié en que el libro
de texto en clase de matematicas proporciona contenidos que pueden utilizarse para
lograr los resultados prescritos para todos los niveles de conocimiento, pero no
restringe la planificacidon del proceso de aprendizaje y ensefianza ni la forma en que
se lleva a cabo. El profesorado es libre de decidir como y en qué orden se cumplen
los objetivos y qué bibliografia y fuentes de informacion adicionales utiliza el
alumnado. Es responsable de adoptar un enfoque innovador, explorar nuevas fuentes
de conocimiento y hacer un uso adecuado de las nuevas tecnologias para completar
el aprendizaje y la ensenanza.

De lo anterior se puede deducir que el Plan Nacional de Estudios no prescribe ni
sugiere como deben ensefiarse determinados contenidos matematicos dando libertad
y responsabilidad del profesorado en el disefio del proceso de ensefianza.

El aprendizaje enactivo, que algunos de ellos ya han utilizado en el proceso de
ensefanza, se ha convertido asi en un tema para un mayor numero de profesores,
muchos de los cuales necesitan apoyo para dar sus primeros pasos en un nuevo
enfoque de ensefianza. Para ayudarles, existe literatura profesional, especialmente
textos que abordan el uso del aprendizaje enactivo en el aula de matematicas. A
continuacion, se presentan algunos de ellos, que se describen con mas detalle.

3.1.1. Ejemplos de aprendizaje enactivo en Croacia

e MiS (Matematika i Skola) - Matematicas y escuela N

(https://mis.element.hr/): MiS es una revista centrada en la educacion y dirigida
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a profesores, estudiantes y a cualquier persona interesada en las matematicas.
La revista se publica cuatro veces al ano. En los articulos se introducen
diversos temas relativos a la metodologia de la ensefianza de las matematicas.
Ademas, se explican las actividades creativas y enactivas y se presentan las
ultimas experiencias en educacion.

Ejemplos de articulos y documentos de aprendizaje enactivo en MIS:

(@)

Luci¢, Rad s algebarskim ploCicama (Trabajando con fichas de algebra),
Matematika i Skola XXI (2020), 105; 207-210.

B. Majdi§, Racunanje povrsine s pomoc¢u tangram slagalice (Calculo del
area usando un tangram), Matematika i Skola XXI (2020), 103; 102-10.
A. Dika, IzraCunavanje povrSine mnogokuta s pomocu toCkaste mreze
(Calcular el area mediante una red de puntos), Matematika i Skola XX
(2019), 98; 137-144. https://mis.element.hr/fajli/1709/98-11.pdf

P. ValenCi¢, Matematika — nuzno potrebna za Zivot (Mathematics —
necessary for life), Matematika i Skola XX (2018), 97; 68-71.
https://mis.element.hr/fajli/1691/97-04.pdf

|. Brozovi¢, S. Rukavina, Zome Tool modeli (Modelos de herramientas
Zome), Matematika [ Skola XIX (2017), 92; 51-54.
https://mis.element.hr/fajli/1605/92-02.pdf

P. Valencic, Od ideje do izrade drvenog nastavnog pomagala (De la idea
a la creacion de un material didactico de madera), Matematika i Skola
XIX (2017), 92; 55-60. https://mis.element.hr/fajli/1606/92-03.pdf

S. Jezi¢, BoZi¢na zvijezda — vertikalno povezivanje (Estrella de Navidad
- conexiéon vertical), Matematika i Skola XIX (2017), 92; 68-72.
https://mis.element.hr/fajli/1609/92-06.pdf

T. Sabo, S. Rukavina, Origami i krivulje drugog reda (Origami y curvas
de segundo orden), Matematika i Skola XVIII (2016), 86; 20-22.
https://mis.element.hr/fajli/1486/86-05.pdf

M. Cernivec, S. Rukavina, Radionica “Kombinatorne igre” (Taller
"Juegos combinatorios"), Matematika i Skola XIII (2011), 61; 14-16.
https://mis.element.hr/fajli/1087/61-04.pdf

PoucCak (https://matematika.hr/izdanja/poucak/): PouCak es una revista
centrada en la educacion para la metodologia de la ensefianza de las
matematicas. Fue fundada por la Sociedad Matematica Croata, que promueve
la ciencia matematica, la ensefianza de las matematicas a todos los niveles, la
aplicacién de las matematicas en otras disciplinas, asi como la mejora de la
posicion social de los matematicos en su conjunto. La revista se publica cuatro
veces al aino
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e Matka (https://matematika.hr/izdanja/matka/): Matka es una revista destinada
a los alumnos de primaria y de los primeros cursos de secundaria, a sus
profesores y también a los padres. Se incluyen diversos temas de geometria,
aritmética, algebra e historia de las matematicas. Ademas, la revista incluye
aplicaciones de las matematicas a otras ciencias y al arte, problemas para

estudiantes con talento, juegos matematicos y rompecabezas. La revista se
publica cuatro veces al ano.

e Acta Mathematica Spalatensia (https://amas.pmfst.unist.nr/ams/): es una
revista internacional dedicada a la publicacion de articulos en todas las areas
de las matematicas puras y aplicadas. La revista publica trabajos de
investigacion innovadores y originales y articulos de revision de alta calidad.

El desarrollo de la alfabetizacién cientifica y matematica mediante estrategias de
aprendizaje activo:

e S. Rukavina, B. Miloti¢, R. Jurdana-Sepi¢, M. Zuvi¢-Butorac, J. Ledi¢, Razvoj
prirodoznanstvene i matematiCke pismenosti aktivnim u¢enjem (El desarrollo
de la alfabetizacion cientifica y matematica mediante estrategias de
aprendizaje enactivo), Udruga Zlatni rez, 2010.

e Ellibro "The Development of Scientific and Mathematical Literacy Using Active
Learning Strategies" (El desarrollo de la alfabetizacidon cientifica y matematica
mediante estrategias de aprendizaje activo) describe los retos de la ensefianza
de las ciencias naturales y las matematicas y sefala la importancia del
aprendizaje enactivo. El libro incluye 12 talleres - 6 talleres relacionados con
las matematicas y 6 talleres relacionados con la fisica.

3.2. Filosofia alemana

Los estandares nacionales definen para los estudiantes procesos y actividades que,
es la orientacion para el aprendizaje de las matematicas. Los estandares nacionales
para el aprendizaje de las matematicas se basan en tres experiencias basicas de
Winter (1996). Estas experiencias pueden caracterizarse como (E1) orientacion a la
aplicacién, (E2) orientacion a la estructura y (E3) orientacion al problema. Asi, la
orientacion a la aplicacion (E1) no significa directamente la preparaciéon para
situaciones concretas de la vida, sino mas bien la posibilidad de una vision basica de
la naturaleza, la sociedad y la cultura. La orientacion hacia la estructura (E2) se centra
mas en el analisis de los objetos matematicos en relacion con una vision deductiva
del mundo. La orientacion hacia los problemas (E3), por su parte, hace hincapié en la
adquisicién de habilidades heuristicas para reconocer y utilizar muestras en los
procesos de resolucion de problemas. Sin embargo, estos tres aspectos estan N
conectados entre si.
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El entorno de aprendizaje de las matematicas en la escuela debe permitir al alumnado
realizar estas experiencias. El aprendizaje enactivo puede considerarse parte de E1
y E3, donde los alumnos entran en contacto con las matematicas como parte de los
procesos de modelizacion y situaciones de la vida real. Para facilitar las experiencias
basicas, se definen las competencias como objetivo del aprendizaje matematico. Las
competencias orientadas al proceso describen actividades y procesos basicos para
el desarrollo de la comprensidon de las matematicas: argumentacion matematica (K1),
resolucibn de problemas (K2), modelizacion matematica (K3), uso de
representaciones matematicas (K4), uso de elementos simbdlicos, formales y
técnicos de las matematicas (K5) y comunicacion matematica (K6).

3.2.1. Ejemplos de aprendizaje enactivo en Alemania

" A

Hier siehst du, wie ein Term fiir die dargestellte Folge aus Figuren gebildet wird.

//’ \"\ //’\\ ,’ \ /’ \ ’ ’ \

Ly LN/ AYANRATA'

Schritt

Anzahl 3 3+2 3+2+2 3+2+2+2
Streichholzer —210n.9 — 1.9 S DD =B .55 .9

Figure 6: Enactive learning in Textbooks.
Anzahl der Streichholzer beim n-ten Schritt: 3 + ( ) -2
a) Erklare die Bedeutung des Terms fiir die Schrittfolge in eigenen Worten.
b) Begriinde, dass zu der Folge auch derTerm 1 + n - 2 gehdren kann. Zeige, dass beide
Terme die Anzahl der Streichholzer in aleicher Weise beschreiben.

Figura 7: Ejemplo activo de funcién exponencial

En el ambito del aprendizaje enactivo se describen los siguientes aspectos de las
competencias en los estandares y planes de estudio nacionales:

e Argumentacion matematica (K1): Esta competencia incluye la comprension y
evaluacion de pruebas matematicas, el desarrollo de secuencias de
argumentacion matematica y de supuestos. Para el aprendizaje enactivo esta
competencia esta profundamente conectada con el principio E-I-S de Bruner al
manejar con material concreto para la suposicion y argumentacion matematica.

Figure 8: Enactive example Sum of angles in a triangle.
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e Resolucion de problemas (K2): Esta competencia incluye el uso de estrategias
y heuristicas para resolver problemas matematicos y sus aplicaciones. Puede
incluir estrategias conocidas y conexién de nuevas estrategias. Los planes de
solucion y los resultados se prueban y reflexionan criticamente. Esta
competencia describe un metanivel de trabajo matematico. En lo que respecta
al aprendizaje activo, también se pueden encontrar estrategias activas para la
demostracion sistematica de problemas matematicos.

e Modelizacion matematica (K3): Esta competencia incluye la traduccion entre
las matematicas y las situaciones del mundo real, también los conceptos,
meétodos y modelos. Para el aprendizaje enactivo, esta traduccion entre el
mundo real y el mundo matematico es un aspecto basico para describir,
encontrar y utilizar conceptos y modelos matematicos para comprender una
situacion y una tarea activas determinadas.

e Uso de representaciones matematicas (K4): Esta competencia incluye la
representacion, su selecciéon, diferenciaciéon y realizacion de tipos de
representacion. Para el aprendizaje enactivo, el principio E-I-S de Bruner esta
profundamente relacionado con esta competencia.

e Uso de elementos simbdlicos, formales y técnicos de las matematicas (K5):
esta competencia incluye los hechos y las reglas matematicas, el uso de
algoritmos para las operaciones algebraicas y geométricas. Por lo tanto, el uso
sensato y reflexivo de las herramientas matematicas forma parte de esta
competencia. Para el aprendizaje enactivo se tiene en cuenta la resolucién de
tareas activas y el uso de reglas matematicas.

e Comunicacion matematica (K6): esta competencia incluye la comprension de
la informacion matematica dada verbalmente y por escrito. Ademas, la
documentacién de los planes de solucion y el uso de los conceptos ()
matematicos con respecto a diferentes audiencias también forman parte de ==
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esta competencia. Para el aprendizaje enactivo, esta competencia tiene en
cuenta el proceso de comunicacion: desde la comprension de las tareas o

situaciones dadas hasta la documentacién (por ejemplo, el uso o la realizacién
de videos matematicos).

3.3. Filosofia Lituana

Segun el programa de matematicas (2021), la asignatura de matematicas en la
escuela desempefa un papel unico en el desarrollo de las habilidades del alumnado
en materia de calculo, pensamiento abstracto y I6gico, pensamiento visual y espacial,
analisis e interpretacién de datos y habilidades de abstraccion.

Los objetivos de la educacion secundaria en matematicas son los siguientes:

e Utilizar los conceptos matematicos de forma adecuada y resuelta, indicar y
explicar las conexiones entre ellos;

e Realizar procedimientos matematicos con fluidez.

e Reconocer y aplicar el razonamiento matematico en diversos contextos.

e Organizar sus actividades de aprendizaje de forma responsable y eficaz.

e Comunicarse eficazmente a través del lenguaje matematico;

e Ver las conexiones entre las matematicas y otras materias

e Utilizar las tecnologias digitales para aprender matematicas;

e Tener confianza en si mismos/as, colaborar, pensar de forma critica y adaptar
eficazmente los conocimientos y habilidades adquiridos en matematicas a la
solucién de problemas que entienden en diversos contextos.

En todos los grados, de primero a duodécimo, el rendimiento de los alumnos se
proyecta en tres areas de logro: comprensién y razonamiento profundos,
comunicacion matematica y resolucién de problemas.

Sin embargo, aunque el programa nacional de matematicas enfatiza la importancia del
desarrollo de la competencia de pensamiento creativo, la mayoria de las lecciones de
matematicas son del tipo estandar: tareas y trabajos de libros de texto/manuales, las
soluciones son explicadas por el profesor, por ejemplo, un extracto del libro de texto para el
9° grado:
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Aunque las tareas matematicas pueden tener aspectos practicos, como en el ejemplo
de la tarea matematica para alumnos de 8° curso. Se les explicé cdmo se hace el
copo de nieve Koch (aunque no se les pidid que lo hicieran ellos mismos) y luego se
les pidid que calcularan varios parametros. Otras tareas pueden pedir que se
encuentre una solucion para una situacion concreta de la vida, mencionada en la
tarea, por ejemplo, que se calcule la distancia, etc.
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Figure 10: Example of active learning methods

También existen métodos de aprendizaje activo: trabajo en grupo, investigacion de
proyectos, concursos, debates, adaptacion de herramientas informaticas (creacion de
mapas mentales, cuestionarios, juegos de légica, crucigramas, uso de figuras 3D,
etc.). Sin embargo, dado que los examenes de matematicas son de forma escrita con
mucho calculo, la principal tarea de los profesores de matematicas es dar a los
alumnos la comprension y las habilidades de cdmo calcular rapidamente y asi resolver
el mayor numero de tareas posible. A los alumnos de primaria se les asignan tareas
mas activas porque hay mas tiempo y libertad para trabajar en tareas creativas:
dibujar, hacer varias figuras, etc.

La importancia y las formas de hacer que la ensefanza y el aprendizaje de las
matematicas sean mas envolventes y creativos, se analizan desde hace décadas en
la literatura cientifica: por ejemplo, cdmo dibujar un gato utilizando las lineas y las
funciones (para los estudiantes de 9° grado) BiekSiené, R., ir Zenkeviiené M. (2000).
Aktyvaus mokymosi metodai matematikos pamokose. a+w, Nr. 2, 52-56 (Figure 11):
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Figure 12: Example of creative thinking wit graphs

En 2020, solo el 67,61% de los candidatos en Lituania aprobaron el examen de
matematicas (en comparacion con el 82,09% de 2019). Esto revela una importancia
significativa para adaptar un enfoque de aprendizaje mas enactivo para obtener una
mejor comprension de las matematicas porque los estudiantes de secundaria que
fracasaron enfatizan que siempre fueron malos en las clases de matematicas y no
piensan que necesiten muchas matematicas en su vida posterior. Ademas, el
profesorado de matematicas deberia adoptar un enfoque mas sistematico respecto a
la ensenanza enactiva de las matematicas para ayudar al estudiantado a comprender
la importancia de las matematicas en su vida y entrenar sus competencias en la
resolucion de problemas basados en las matematicas.
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3.4. Filosofia Espanola

En general, los colegios en Espafa ya sean privados o publicos, tienen un modelo de
ensefianza similar en el que el aprendizaje enactivo no tiene tanta cabida como
pudiera tenerlo en los otros paises socios. Tras una busqueda exhaustiva de colegios
que impartan ensefanza con enfoque enactivo, apenas hemos encontrado
instituciones que lo utilicen en su proceso de ensefianza. En este sentido, el enfoque
que mas se asemeja al aprendizaje enactivo es el Método Montessori, cada vez mas
utilizado en Espana.

Es cierto que se ha producido un cambio en la pedagogia de muchos institutos y
colegios, ya que cada vez es mas frecuente encontrar escuelas alternativas con una
ensefianza mas centrada en la persona y en el aprendizaje de las emociones vy el
desarrollo de otras inteligencias, ampliando el enfoque mas alla de los conocimientos
tedricos que siempre han existido siempre en la escuela. De esta manera y siguiendo
lo mencionado anteriormente sobre la falta de uso del enfoque enactivo en las
escuelas espafiolas pero la creciente apertura en la pedagogia, el proyecto EnLeMaH
tiene sentido en Espana. Tiene cabida para el profesorado, que constantemente
intentan abrir nuevas formas de mirar y acercarse a al alumnado, por lo que este
Proyecto les dara nuevas herramientas que han sido probadas en otros paises y
tienen éxito.

Algunos colegios e institutos espafoles estan empezando a innovar con el
aprendizaje basado en proyectos, en el que se valoran cada vez mas las
competencias transversales y la creacion y el trabajo en grupo de los contenidos a
aprender. Algunos de los colegios e institutos destacados en Espafia por sus
innovaciones son:

e Escuela Ideo, Madrid: trabajan mediante el modelo de aprendizaje basado en
proyectos. El trabajo en grupo para aprender y el aprender haciendo son dos
de sus ejes.

e Fundacion Myland, Sevilla: este colegio esta construyendo actualmente el
edificio que albergara la escuela secundaria. Su pedagogia se basa en el
aprendizaje experimental, lo que facilita que el alumnado adquiera
conocimientos a través del aprendizaje practico.

e Colegio San Gregorio, Plasencia: Centro educativo concertado para edades de
0 a 18 anos. El objetivo de su profesorado es estructurar el aprendizaje a través
de proyectos y metodologias activas. Se fomenta la educacién emocional y en
educacion primaria se utiliza la metodologia Héroes Tic, que convierte a los
alumnos en protagonistas de su experiencia de aprendizaje. La nota dominante
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es que se utilizan grupos cooperativos y se registran los progresos de los nifios
en los blogs digitales de los alumnos.

e Colegio Amara Berri: La metodologia educativa del centro cuenta con
programas de ciclo por edades y se cuida especialmente el ensenar a los
alumnos formas de organizar su pensamiento y métodos para su desarrollo,
ademas de trabajar la autoestima de los alumnos y fomentar el trabajo en
equipo. La gamificacién y la aplicacion practica de los conocimientos tedricos
también juegan un papel importante.

Hay muchas escuelas Montessori en Espaia, pero la ensefianza suele ser hasta los
12 anos, por lo que, aunque el método es muy similar al del Aprendizaje Activo, el
rango de edad no es el mismo.

En conclusién, por tanto, el proyecto EnLeMaH tendra un impacto muy significativo y
necesario en la pedagogia del sistema espafiol, ya que proporcionara al profesorado
numerosas herramientas y consejos para poder adaptar sus contenidos a las
necesidades de aprendizaje de sus alumnos, haciendo que su enseflanza sea mucho
mas significativa de lo que ha sido hasta ahora.

3.5. Conclusion

Como se menciona en la filosofia especifica de cada pais, pueden observarse
diferencias en la forma de fundar el aprendizaje activo en la escuela. Las diferencias
pueden estar mas en la forma de implementar el aprendizaje activo que en la forma
de subrayar la necesidad del aprendizaje activo en la escuela. En todos los paises, el
proceso de integracidon del profesorado en esta filosofia es una cuestion importante
para establecer el aprendizaje enactivo en la escuela. En este ambito, el proyecto
EnLeMaH forma parte de la estrategia y la filosofia de cada pais.

4. EnLeMaH and the criteria for an enactive work.

Teniendo de base los capitulos 1 y 3, los siguientes criterios para el aprendizaje
enactivo de EnLeMaH seran la base para la creacion de situaciones de aprendizaje
enactivo. De esta manera, los aspectos del modo de representacion enactiva, el punto
de vista experimental y la filosofia del aprendizaje enactivo se agruparan en los
siguientes criterios:

e Objeto real: Los entornos de aprendizaje deben contener objetos reales. (Las
actividades basadas en el ordenador (como GeoGebra) no se consideran una
actividad enactiva).

e Actividad: La accidon es un proceso activo. Los alumnos no deben ser (S8
receptores pasivos, sino participar activamente en el proceso de aprendizaje ~
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(por ejemplo, observar un experimento, pero no realizarlo ellos mismos). Los
alumnos deben ser activos en cada paso de una actividad.

Leccion: Las actividades enactivas pueden formar parte de cada etapa de la
clase (por ejemplo, introduccion, aprendizaje de nuevos contenidos,
automatizacion, conclusion...)

Material: el alumnado debe tener acceso a cosas tangibles en casa (0 en
clase).
Configuracion de actividades enactivas en casa: Sincrona (en directo) y
asincrona (autoaprendizaje sin presentacién en directo). La configuracién del
aprendizaje enactivo en casa tiene, junto al material tangible, la oportunidad de
permitir a los profesores crear diferentes tipos de entornos de aprendizaje a
distancia.

5. La plantilla de EnLeMaH

La siguiente plantilla servirdA como base para crear actividades enactivas. De este
modo, se tendran en cuenta los aspectos de la ensefianza practica y un uso facil de
esta actividad para el profesorado de otros paises o de fuera del proyecto EnLeMaH.
La plantilla permite al profesorado comprender y adaptar las actividades a sus propias
clases.

Tabla 7: la plantilla de EnLeMaH

Nombre de la actividad

Resumen (en la lengua materna)

Resumen (en inglés)

Objetivo de la tarea (introduccion, ejercicio, repeticion...)

Objetivos del aprendizaje
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