C Mathematische Grundlagen

C.1 Summen

Mit dem Summenzeichen ) werden Rechenanweisungen zum Addieren kom-
pakt geschrieben. Sie lassen sich oft mit Hilfe der Summenregeln vereinfachen.

Gibt es insgesamt n Werte in einer Zahlenreihe fiir Variable X, so schreibt
man z; fir [ =1,...,n und

STr

bedeutet dann: ,,Summiere die x;-Werte fiir [ = 1 bis [ = n“. Noch kompakter
schreibt man fiir ,Summiere alle Werte von x“

> oder Y

Rechenbeispiele: Summen bilden (n = 4)

l

1 2 8 4 Summe  Schreibweise mit
x 1 -2 9 o =9
Yi —2 —2 -1 Sy =—1
a) m+uy 7 -1 6 —4 8 S(zi+y) =8
b) 3y 9 —6 0 —6 -3 > (By) = -3
©) -2z -8 -2 —12 18 S(—2m) = —18
d) =z 12 -2 0 4 14 Say = 14
e) 2z 3 3 3 3 12 Sa=Y3=12

* 2z, ist eine Konstante, da sie fiir alle | denselben Wert hat.

Regeln fiir Summen
Fiir Werte ; und y; mit [ = 1,...,n und einer Konstanten ¢ gilt:

Regel 1: Die Summe von addierten x;- und y;-Werten ist gleich der Summe
der x;-Werte addiert zur Summe der y;-Werte.

Y ty) =T+

C1
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Regel 2: Die Summe der mit einer Konstanten ¢ multiplizierten x;-Werte ist
gleich der Summe der z;-Werte multipliziert mit c.

Sexrp=cd ay

Regel 3: Die Summe von n Werten einer Konstante c ist gleich der Anzahl
n multipliziert mit der Konstanten c.

S e=nc
Fiir n=4 erhélt man ausfiihrlich geschrieben:

fir Regel 1) (z1 +y1) + (x2 + y2) + (w3 + y3) + (4 + ya)
=1 +aataezs+aa)+ (Y1 +y2+ys+ya)

fiir Regel 2) cx1 + cxo + cxs + cry = c(x1 + @2 + 23 + 4)

fiir Regel 3) c+c+c+c=4c

Summen mit Summationsgrenzen

Sollen nicht alle Werte aufsummiert werden, so gibt man am Summenzeichen
die Summationsgrenzen an. Zum Beispiel bedeutet 2?22 T ,summiere x; fir
[=2 bis I=4“ und ), x; ,summiere alle z-Werte deren Laufindex kleiner
gleich 3 ist. N

Rechenbeispiele: Summen mit Summationsgrenzen (Werte aus der Tabelle S. 329)

S m=ws +a3+xa=1+6+(-2)=5
2?22 Ti=x9 = 1

Zlgg)xlzzzo’:lxl =z +ayt+a3=4+1+6=11
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Rechenbeispiele: Summenregeln anwenden
Beispiel 1: Fiir die folgende Werte und ¢ = 3 wird sowohl > z;(y; + ¢) als
auch Y zy; + ¢ x; berechnet

[ 1 2 3 4 Summen
) 4 1 6 -2 Y z=9

o Lo L e
Yy +c 6 1 3 1

oyt 24 1 18 -2 Yamlptog=41
Ty 12 -2 0 4 Smy=14; 14+3x9=41

Beispiel 2: Fiir n = 4 sei Y 2; = 8 und > y; = 10. Daraus ergibt sich

> (=) =(-DXyu=-10

(@ — i) =Yz -y y=-2

(24 3y) =324 3y =4x2+3Yy =38
Sy -2m+5) =Yyu-2n+4x5=14

Beispiel 3: Vereinfachen

Z(cxl—i—xl) _ le(c'i‘ 1) _ (c+1)le —c+1

pDF7 > T PRES

Beispiel 4: Vereinfachen

Y(w—y)® + 3 2z

>23(=f + u7)
29 2 2
= 2 (] ] _gyl )2+ 2. 2my: binomische Formel, Anhang C.3
>3z +y7)

_ Sa? 23wy + >y +2> my
3 (a2 +y?)
_ ity 1

= Tl _ 1 (1) und 2+ 7
3Z(x12+yl2) D Rege ( )un Z(l'l +yl)7

Regeln (1), (2)

kiirzen
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C.2 Doppelsummen

Summen mit variablen Summationsgrenzen

Mit Werten x;; fir ¢ = 1,...1 und j = 1,...n; kennzeichnet man Werte
x nach zwei Kriterien. So kann man zum Beispiel den Wert jeder Person j
innerhalb Gruppe i zuordnen.

Tij

Person in Gruppe ¢ Summe Personenanzahl

Gruppei j:1 2 3 4 5 Tit n;
1 1 3 5 9 3
2 2 4 5 8 6 25 5
3 2 4 6 2

In Symbolen schreibt man die obigen Werte x;; wie folgt:

Tij

7 1 2 3 4 5 Ti4 ez

1 711 w12 213 Ti+ M1
T2l T22 X233  Taa  T2s T2y N2
3 w31 x32 T3+ N3

So bezeichnet dann x35 = 4 den Wert fiir die zweite Person in der dritten
Gruppe.

Die Summe in der ersten Zeile, ausfiihrlicher ,,die Summe der Werte z1; fiir
7 =1,2,3“ist

3
vy =300 w =3 e =14345=9
Die Summe der i-ten Zeile schreibt man
Tit = Z?Q Tij = 22 Tij

Die Summe aller Werte kann man in einer der folgenden Weisen schreiben:

1 i
Tyt =D i Z?:l Tij = Zj Tij = Zij Tij = D Tij

Summen mit festen Summationsgrenzen
Sind jeweils gleich viele Werte J in jeder Gruppe %, so schreibt man:

xzg fir e=1,...,Jundj=1,...,J.
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Es lassen sich dann nicht nur Summen in jeder Zeile i sondern zusétzlich die

Summen in jeder Spalte j bilden.

Tij
J Summe
i 1 2 3 4 5 Ty
1 1 3 5 =2 3 10
2 2 4 5 8 6 25
3 2 4 -1 =3 5 7
Summe: T+j 5 11 9 3 14 T+ = 42
Regeln fiir Doppelsummen
Fir Werte @5, yij; und z; mit ¢ =1,...,1, j =1,...

c gilt

Regel 1: Zij (xij +yij) = Zij Tij + Zij Yij

Regel 2: Zij 2iTij = Y % Zj Tij
Regel 3: > .. c=1Jc

Rechenbeispiele: fiir I =2 und J = 3
Beispiel fiir Regel 1

,J und eine Konstante

Tij Yij Uij = Tij + Yij
J J
7 1 2 B aBsa 7 1 2 3 Yt 7 1 3 Uit
1 1 0 -2 -1 1 2 2 1 5 1 3 —1 4
2 1 7 =1 3 -4 -2 2 3 —3 5
xy; 5 2 -1 Y+ 1 5 -3 uy; 6 —4

> Tij :Zi(ijij) = oy ==ll4i=0
=3 (i)=Y 24 =54+2-1=6

Zyij:5_2:3

2T+ % =9 (T tyi) =D ui =9
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Beispiel fiir Regel 2

Tij 24 Vij = Zidqj
J J J
@ 1 2 & B @ 1 2 3 Jz; i 1 2 3 vt
1 1 0 —2 -1 1 3 3 9 1 3 0 -6 -3
2 1 7 2 1 1 1 3 2 4 2 1 7
T4j 5 2 =l Z4+ 4 4 4 V45 7 2 -5

Zizixijzzizizjxij ZZZZ‘{EH_ =3 % (—1)+1 XT7T=4
>z =) vij =4

Beispiel fiir Regel 3

o c Wy = @B
J J J
i 1 2 3 xiy i 1 2 3 Je i 1 2 3 wit
1 1 0 -2 -1 1 2 2 2 6 1 2 0 -4 -2
4 2 1 7 2 2 2 2 6 8 4 2 14
z+; 5 2 -1 Ie 4 4 4 wy; 10 4 =2

DBt = @) A = 3% § = 1
Zcxijzzwij =12
e=3 (3 0=>Je=1Jc=2x3x2=12

ij
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C.3 Binomische Formeln C.3

Die Formel
(a+0b)? = a® + 2ab+ V*
ldsst sich geometrisch erkléaren. Die Flédche eines Quadrats mit Seitenlédnge

(a4 b) ist (a + b)%. Sie setzt sich zusammen aus zwei Quadraten mit den
Seitenldngen a und b, sowie zwei Rechtecken, beide mit Fldcheninhalt ab

a+b

Alternativ rechnet man ausfiihrlich

(a+b)*> = (a+b)(a+Db)
=ala+b)+bla+b)
=a®+ab+ba+b? = a® + 2ab+ b?

Auf dhnliche Weise ergeben sich die beiden anderen binomischen Formeln,
die oft zum Vereinfachen von Berechnungen benutzt werden:

(a —b)? = a® — 2ab + b?,

(a+Db)(a —b) =a® — b2
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C.4 Notwendige und hinreichende Bedingungen

Notwendige, hinreichende und &quivalente Aussagen gehoren in das Gebiet
der Logik. Sie sind zum Beispiel wesentlich fiir mathematische Beweise. Es
sind Aussagen A, B, C ..., fiir die jeweils eindeutig entschieden werden kann,
ob sie zutreffen. Man sagt, B folgt aus A (A = B), oder B folgt nicht aus A
(A= B).

Anhand der folgenden Vierecke kann man sich unterschiedliche Arten von
Bedingungen verdeutlichen.

A: Quadrat B: Rechteck C: Parallelogramm

(1) Die Aussage, A: ein Viereck ist ein Quadrat, ist hinreichend, aber nicht
notwendig fiir die Aussage B: ein Viereck ist ein Rechteck.

Hier folgt B aus A (A = B), da jedes Quadrat vier rechte Winkel hat, also
auch ein Rechteck ist, aber A folgt nicht aus B (A < B), da in einem Recht-
eck nicht alle vier Seiten gleich lang sein miissen. Da A = B und A <+ B
gilt, sagt man A ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir B.

(2) Die Aussage, C: ein Viereck ist ein Parallelogramm, ist notwendig, aber
nicht hinreichend fiir die Aussage B: ein Viereck ist ein Rechteck.

Hier folgt C' aus B (B = (), da jedes Rechteck jeweils zwei gegeniiberlie-
gende Seite hat, die parallel verlaufen, also auch ein Parallelogramm ist, aber
aus C folgt nicht B (B < (), da ein Parallelogramm keine rechten Winkel
haben muss. Da B = C und B < C gilt, sagt man C' ist notwendig aber
nicht hinreichend fiir B.

(3) Die Aussage, D: ein Parallelogramm hat rechte Winkel und die Aussage,
B: ein Viereck ist ein Rechteck, sind dquivalent (B < D).

Hier folgt B aus D, da ein Parallelogramm mit rechten Winkeln ein Rechteck
ist und D folgt aus B, da jedes Rechteck auch ein Parallelogramm ist. Da
sowohl B = D als auch B < D gilt, sagt man, die Aussagen B und D sind
dquivalent (B < D).



Anhang

Statistische Ergebnisse



D.1
D.2
D.3
D.4
D.5

Statistische Ergebnisse

Methode der kleinsten Quadrate........................o..... 339
Yates-Algorithmus ... 341
Korrelationen mit bindren Variablen ......................... 344
Korrektur fiir Ausgangswerte ............ccovveiiiiiiiain... 348
Laplace-Verteilung ..o 352



