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Zusammenfassung

HÄau¯g wird die Performance von Portfoliomanagern anhand von Benchmarks gemessen.
Wird lediglich das ÄUbertre®en der Benchmark honoriert, so werden die Manager eine
Strategie verfolgen, bei der die Wahrscheinlichkeit maximiert wird, die Benchmark zu
schlagen. Wird hingegen auch das Ausma¼ der Unterschreitung berÄucksichtigt, so wer-
den sie entweder den Erwartungswert oder die Varianz bei Benchmark-Unterschreitung
minimieren. Im vorliegenden Beitrag werden fÄur alle drei Portfolio-Strategien im zeitkon-
tinuierlichen Rahmen analytische LÄosungen ermittelt. Zu diesem Zweck wird eine Methode
der statistischen Testtheorie verwendet, die auf den aus der DualitÄatstheorie bekannten
Satz vom komplemtenÄaren Schlupf zurÄuckgefÄuhrt wird. Es zeigt sich, dass sich das opti-
male Portfolio bei jedem der drei Strategien aus einer Investion in die Benchmark und einer
Investition in das sogenannte Growth Optimum Portfolio (GOP) zusammensetzt, wobei
das GOP mitunter sogar die dominierende Rolle spielt. Das Growth-Optimum Portfo-
lio hat die gleiche Struktur wie das ¹ ¡ ¾¡e±zienten Tangential-Portfolio. Zudem wird
dargestellt, welche Auswirkungen die Wahl der Benchmark auf das Investitions-Verhalten
hat. Je volatiler die Benchmark ist, desto wahrscheinlicher ist es, diese zu Äubertre®en. Je
weniger stark die Benchmark mit dem ¹¡¾¡ e±zienten Tangentalportfolio korreliert ist,
desto geringer ist sowohl die Wahrscheinlichkeit des Unterschreitens als auch die Varianz
und der Erwartungswert beim Unterschreiten.

SchlÄusselwÄorter: Portfolio-Optimierung, Portfolio-Strategie, Shortfall-Wahrscheinlichkeit,
Lower Partial Moments, Growth Optimum Portfolio, Options-Bewertung, lineare Pro-
grammierung

Abstract

Performance is often measured relative to a benchmark. Managers whose payment
depends on whether they beat the benchmark or not should invest according to a strategy
that maximizes the probability of beating the benchmark. If a manager is judged by
the extent to which a prespeci¯ed target is missed, then he should either minimize the
expected shortfall or the variance of the shortfall. In this paper, an analytical solution
for all three goals is developped within a continuous dynamic framework. A method from
statistical test theory is adapted and explained using linear programming. It is shown that
the optimal policy for all three goals is to invest a fraction of wealth in the benchmark
and a fraction or multiple in the growth optimum portfolio. The latter portfolio has the
same structure as the mean-variance e±cient tangent portfolio. The impact of di®erent
benchmarks on the investment policy is presented. The more volatile the benchmark the
more likely managers beat the benchmark. If the correlation between the benchmark and
the mean-variance e±cient tangent portfolio is low then the probability of beating the
benchmark is high and also the expected shortfall and shortfall variance is low.

Keywords: Portfolio optimization; Portfolio strategies, Shortfall probability; Lower
partial moments, Growth optimum portfolio, Option pricing, linear programming

1 Einleitung
Dank ihrer Transparenz ist die benchmarkorientierte Beurteilung von Portfolio-
Managern in der Praxis nahezu Standard. Dieser Sachverhalt zwingt die Portfolio-
Manager fÄormlich dazu benchmarkorientierte Portfolio-Strategien anzuwenden. Der
vorliegende Beitrag befasst sich mit drei benchmarkorientierten Portfolio-Strategien,
die sich als RisikominimierungsansÄatze begreifen lassen, wobei als Risikoma¼ die
Lower Partial Moments (LPM) null-ter bis zweiter Ordnung zugrundegelegt werden.
Im Falle des LPM null-ter Ordnung wird die Wahrscheinlichkeit minimiert, eine bes-
timmte Benchmark nicht um x% Äubertre®en zu kÄonnen (Shortfall-Wahrscheinlich-
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keit);1 im Falle des LPM erster Ordnung (Shortfall-Erwartung) wird der Erwartungswert
der Zielunterschreitung und im Falle des LPM zweiter Ordnung (Shortfall-Varianz)
die Varianz der Zielunterschreitung minimiert.

Um ihre Ziele zu erreichen,

² investieren die Portfolio-Manager niemals ausschlie¼lich in die Benchmark,
solange sie ihr Performance-Ziel noch nicht erreicht haben. Neben der Bench-
mark ist stets auch das Growth-Optimum-Portfolio (GOP) - mitunter sogar
dominierender - Bestandteil des Fonds-Portfolios. Das GOP ist dasjenige
Portfolio, das die erwartete Rendite maximiert und damit gleichzeitig den er-
warteten Zeitraum bis zum Erreichen eines bestimmten VermÄogensziels min-
imiert.2 Bemerkenswert erscheint ferner, dass das GOP die gleiche Struktur
wie das Tangentialportefeuille besitzt.

² arbeiten die Portfolio-Manager unter plausiblen Annahmen an die Verteilungspa-
rameter mit zusÄatzlichem Fremdkapital.

² entscheiden sich solche Portfolio-Manager, denen es ausschlie¼lich darum geht,
mit grÄo¼tmÄoglicher Wahrscheinlichkeit auf einem der ersten PlÄatze in den
sehr hÄau¯g benchmarkorientierten Performance-Hitlisten zu landen, fÄur ex-
trem volatile und gleichzeitig mÄoglichst wenig mit dem Tangentialportfolio
korrelierte Benchmarks. Dies kÄonnte z.B. eine ErklÄarung fÄur die PopularitÄat
des NEMAX als Benchmark sein.

² wÄahlen Portfolio-Manager, die den Shortfall-Erwartungswert bzw. die Shortfall-
Varianz minimieren und somit durchaus auch die ¯nanziellen Konsequenzen
ihres Scheiterns am selbstgesteckten Performanceziel in ihr KalkÄul mitein-
beziehen, ebenfalls eine mÄoglichst wenig mit dem Tangentialportfolio korre-
lierte Benchmark. Allerdings hegen solche Portfolio-Manager keine Vorliebe
fÄur extrem volatile Benchmarks.

Diese Erkenntnisse legen den Schluss nahe, dass die Transparenz einer bench-
markorientierten Performancemessung von den Anlegern letztlich damit bezahlt
wird, dass sie zuviel diversi¯zierbares Risiko Äubernehmen.

Die Bestimmung der optimalen dynamischen Handelsstrategien fÄur die drei Ziel-
vorschriften ist grundsÄatzlich auf verschiedenen Wegen mÄoglich. Der direkte von
Browne3 beschrittene Weg besteht in der LÄosung partieller Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichungen, der jedoch die LÄosung einer nichtlinearen Di®erentialgle-
ichung erfordert. Eine zweite MÄoglichkeit besteht darin, zunÄachst das optimale
EndvermÄogen und dann die dieses EndvermÄogen generierende Handelstrategie zu
bestimmen.4 Der hier beschrittene dritte Weg stammt aus der statistischen Test-
theorie und wurde zuerst von FÄollmer und Leukert5 auf Probleme der Opti-
mierung nicht perfekter Hedging-Strategien angewendet. In der vorliegenden Arbeit
wird dieser Ansatz auf den aus der DualitÄatstheorie6 bekannten Satz vom komple-
mentÄaren Schlupf zurÄuckgefÄuhrt. Voraussetzung fÄur die Anwendung des Verfahrens
ist eine ganz bestimmte Struktur der Problemformulierung. Mit dieser Struktur
und der LÄosung des Problems der Minimierung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit fÄur
ein konstantes VermÄogensziel im Kontext eines Ein-Perioden-Modells mit diskretem
Zustandsraum werden sich die VorÄuberlegungen zum ersten Abschnitt befassen. Im

1vgl. [3] zu den Eigenschaften dieses Investment-Ansatzes.
2vgl. [9], 169-172.
3vgl. hierzu [2] und [4].
4vgl. [10], 37-40. Diese Methode verwenden auch [11] um die Zahlungscharakteristik derivativer

Finanztitel mit grÄo¼tmÄoglicher Wahrscheinlichkeit zu duplizieren.
5vgl. [5] und [6].
6vgl. z.B. [7], 35-45.
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Anschluss daran wird die LÄosung in den Kontext des von Merton7 entwickel-
ten zeitstetigen Standard-Modellrahmens zur Analyse von dynamischen Portfolio-
Optimierungsproblemen verp°anzt. In den Abschnitten zwei und drei wird die
im ersten Abschnitt entwickelte Methodik mit entsprechenden Erweiterungen auf
die Zielvorschriften Minimierung der Shortfall-Erwartung und Minimierung der
Shortfall-Varianz angewendet.

2 Minimierung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit fÄur
ein konstantes VermÄogensziel

2.1 VorÄuberlegungen
Im folgenden wird zunÄachst an dem vergleichsweise einfachen Fall einer konstanten
Benchmark gezeigt, wie man ein spezi¯sch formuliertes Problem mit Hilfe einer
dualen Problemformulierung lÄost.

2.1.1 Problem

Sei Bt der RÄucknahmepreis eines sich mit dem sicheren Periodenzinssatz r verzin-
senden Geldmarktfonds im Zeitpunkt t, x0 das AnlagevermÄogen im Betrachtungs-
Zeitpunkt t = 0, xT ein bestimmtes fÄur den Planungshorizont T angestrebtes
VermÄogensziel, welches wegen B¡1

T xT > B¡1
0 x0 nicht durch eine Anlage in Geld-

marktfonds erreicht werden kann,8 ¼j der zum Zeitpunkt t = 0 geltende Preis fÄur ein
elementares Wertpapier, das eine Geldeinheit in T einbringt, falls dann der Zustand
j eintritt, und pj die subjektive Wahrscheinlichkeit fÄur das Eintreten von Zustand
j im Zeitpunkt t = T: Bei gegebenem VermÄogensziel xT lassen sich die Quotienten

z0 ´ x0

xT

zTj ´ xTj

xT

als Grad der Zielerreichung zu Beginn und am Ende des Planungshorizonts inter-
pretieren.

Das Entscheidungsproblem eines Fondsmanagers, der die Wahrscheinlichkeit
P (XT ¸ xT ) maximieren mÄochte, lÄasst sich i.V.m. der Indikatorfunktion

f (zTj) = 1fzTj¸1g ´
½

1 falls zTj ¸ 1
0 sonst (1)

wie folgt formulieren:

nX

j=1

pjf (zTj) ! max
zT j

(2)

u.d.B.
nX

j=1

¼jzTj · x0 : (3)

7vgl. [8] und [9].
8Zum besseren VerstÄandnis: B¡1T xT ist die Anzahl von Geldmarktfonds, die man in T benÄotigt,

um eine Auszahlung in HÄohe von xT bestreiten zu kÄonnen; B¡10 x0 ist die Anzahl von Geldmark-
tfonds, die man sich in t = 0 leisten kann.
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2.1.2 LÄosungsansatz

Es ist o®ensichtlich, dass ein Fondsmanager, dem es einzig auf die Wahrschein-
lichkeit P (XT ¸ xT ) ankommt, niemals Geld ausgeben wÄurde, um in irgendeinem
Zustand ein hÄoheres EndvermÄogen als xT zu erreichen. Daher kann man die Bud-
getbedingung (3) auch wie folgt darstellen:

nX

j=1

¼jxT f (zTj) · x0 (4)

bzw.
nX

j=1

¼jf (zTj) · z0 : (5)

Da es sich bei f (zTj) um eine BinÄarvariable handelt, kann man das Problem (2),
(5) o®ensichtlich auch als ein Problem der ganzzahligen Programmierung au®assen.
Die nicht ganzzahlige Relaxation dieses Problems lautet:

X

j

pjzTj ! max
zT j

(6)

u.d.B.
X

j

¼jzTj · z0

zTj · 1 (j = 1; : : : ; n)
zTj ¸ 0 (j = 1; : : : ; n) :

Das hierzu duale Problem lautet

z0u1 +
n+1X

k=2

uk ! min
ui

u.d.B.

¼ju1 + uj+1 ¸ pj (j = 1; : : : ; n)
ui ¸ 0 (i = 1; : : : ; n + 1) :

In Normalform stellen sich die beiden Probleme wie folgt dar:
X

j

pjzTj ! max
zT j

u.d.B.
X

j

¼jzTj + ẑ1 = z

zTj + ẑj+1 = 1 (j = 1; : : : ; n)
ẑi; zTj ¸ 0 (i = 1; : : : ; n + 1; j = 1; : : : ; n)

bzw.

z0u1 +
n+1X

k=2

uk ! min
ui
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u.d.B.

¼ju1 + uj+1 ¡ ûj = pj (j = 1; : : : ; n)
ui; ûj ¸ 0 (i = 1; : : : ; n + 1; j = 1; : : : ; n) :

Eine optimale LÄosung muss nach dem Satz vom komplementÄaren Schlupf die Be-
dingungen

ẑ¤
i u¤

i = 0 (i = 1; : : : ; n + 1)
û¤

jz
¤
Tj = 0 (j = 1; : : : ; n)

erfÄullen. Hieraus lassen sich die folgenden Konstellationen ableiten:

pj

¼j
< u¤

1 , ¼Tju¤
1 > pj ) û¤

j > 0 ) z¤
Tj = 0

pj

¼j
> u¤

1 , ¼Tju¤
1 < pj ) u¤

j+1 > 0 ) ẑ¤
j+1 = 0 ) z¤

Tj = 1

pj

¼j
= u¤

1 ) u¤
1 > 0 ) ẑ¤

1 = 0 ) z¤
Tj = ° mit ° ´ ¼¡1

j

µ
z0 ¡

X
k: pk

¼k
>u¤

1

¼k

¶
< 1 :

Folglich existiert ein u¤
1 > 0, mit dessen Hilfe die optimale LÄosung der nicht ganz-

zahligen Relaxation wie folgt charakterisiert werden kann:

z¤
Tj =

8
><
>:

1 falls pj
¼j

> u¤
1

° < 1 falls pj
¼j

= u¤
1

0 falls pj
¼j

< u¤
1

: (7)

Sofern diese LÄosung ganzzahlig ist, handelt es sich dabei gleichzeitig um die LÄosung
des Ausgangsproblems (2), (5). Daher wird im folgenden untersucht, unter welchen
Bedingungen die Ganzzahligkeit gewÄahrleistet ist. HierfÄur ist es sinnvoll, sich die
Vorgehensweise zur Bestimmung der optimalen LÄosung einmal kurz vor Augen zu
halten: Man ordnet die Ereignisse j nach Ma¼gabe der Quotienten pj

¼j
in absteigen-

der Reihenfolge

p1;n

¼1;n
¸ p2;n

¼2;n
¸ : : : ¸ pn;n

¼n;n

(der Index i; n gibt bspw. an, dass es sich um das i-te Element in einer Reihe von
insgesamt n Elementen handelt) und kauft solange je ein elementares Wertpapier
zum Preis ¼i;n bis das dann noch vorhandene Rest-Budget z0 ¡ Pi;n

j=1;n ¼j kleiner
ist als ¼i+1;n, so dass von dem nÄachsten an der Reihe be¯ndlichen elementaren
Wertpapier nur noch der Bruchteil

zi+1;n =
z0 ¡ Pi;n

j=1;n ¼j

¼i+1;n
< 1

gekauft werden kann. Dieses Nicht-Ganzzahligkeits-Problem wird mit wachsender
GrÄo¼e des Zustandsraums immer unbedeutender. Unter der Annahme, dass die An-
zahl der ZustÄande unendlich gro¼ ist, ist die optimale LÄosung des Ausgangsproblems
(2), (5) somit durch die Funktion

f¤ =

(
1 falls pj

¼j
> u¤

1

0 falls pj
¼j

· u¤
1

beschrieben. Die Diskriminierung von lohnenswerten und nicht lohnenswerten ZustÄanden
mit Hilfe des Quotienten pj

¼j
ist zwar anschaulich aber nicht operational, weil das
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Konstrukt des elementaren Wertpapiers rein theoretischer Natur ist und daher die
Preise ¼j nicht beobachtet werden kÄonnen. GlÄucklicherweise existiert eine einein-
deutige Beziehung zwischen pj

¼j
und beobachtbaren Marktpreisen. Es handelt sich

dabei um die Preise des Growth-Optimum-Portfolio (GOP). Das GOP ist das
Portfolio, das die erwartete Wachstumsrate des angelegten VermÄogens maximiert.9
Im folgenden soll dieser Zusammenhang im Rahmen eines einperiodigen diskreten
Entscheidungsproblems kurz aufgezeigt werden: Das Problem eines Fondsmanagers,
der die erwartete Wachstumsrate des FondsvermÄogens maximieren mÄochte, lautet
in diesem Kontext

X

j

pj ln
µ

xTj

x0

¶
! max

xT j
(j = 1; : : : ; n)

u.d.B.
X

j

¼jxTj · x0 :

Der Lagrange-Ansatz fÄur die LÄosung dieses Entscheidungsproblems lautet:
X

j

pj ln(xTj) ¡ ¸
X

j

¼jxTj ! max
xT j

:

Einsetzen der notwendigen Bedingungen fÄur die LÄosung dieses Entscheidungsprob-
lems (der hochgestellte Index go steht fÄur growth optimum)

xgo
Tj = ¸¡1 pj

¼j
(j = 1; : : : ; n)

in die im Optimum strikt erfÄullte Nebenbedingung
X

j

¼jxgo
Tj = x0

fÄuhrt auf

¸¡1
X

j

pj = x0 , ¸ = x¡1
0 ;

so dass sich die notwendigen Bedingungen auch wie folgt darstellen lassen

pj

¼j
=

xgo
Tj

x0
:

Mithin existiert im Falle eines stetigen Zustandsraums eine Konstante c, so dass
man die LÄosung des Ausgangsproblems (2), (5) wie folgt schreiben kann

f¤ =
½

1 falls xgo
Tj > c

0 falls xgo
Tj · c : (8)

Die Konstante c ist implizit durch die im Optimum strikt erfÄullte Nebenbedingung
(5)

nX

j=1

f¤¼j = z0 (9)

9vgl. hierzu [9], 169-172.
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bestimmt. Aus (9) erhÄalt man i.V.m.10

qj ´ ¼jP
j ¼j

=
¼j

B0B¡1
T

die modi¯zierte Budgetbedingung

nX

j=1

B0B¡1
T xT f¤qj = x0 : (10)

Da die normierten Preise einer Geldeinheit qj in bestimmten Zeit-Zustandskombination
(T; j) auch als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden kÄonnen, impliziert (10)
dass sich der Marktwert der optimalen Strategie f¤ auch wie folgt schreiben lÄasst

x¤
0 = EQ

¡
B0B¡1

T xT f¤¢

= B0B¡1
T xT EQ (f¤) : (11)

Diese Erkenntnis liefert den Ansatz fÄur die LÄosung eines entsprechenden dynamis-
chen Optimierungsproblems. Dies soll im folgenden nÄaher analysiert werden.

2.2 Das dynamische Modell
Es existieren n korrelierte riskante Wertpapiere, deren Kurse Si unter dem em-
pirischen Wahrscheinlichkeitsma¼ P einer geometrischen Brownschen Bewegung
folgen und ein risikoloser Titel mit konstanter Momentanverzinsung r. Seien die
Wj (j = 1; ::; n) voneinander unabhÄangige standardisierte Brownsche Bewegungen
und ¹i und ¾ij Konstante, dann gilt

dSi = Si¹idt + Si
nP

j=1
¾ijdWj (i; j = 1; ::; n) :

Eine Portfolio-Strategie ist durch den Spaltenvektor der Portfolio-Gewichte (wt ´
(w1t; :::; wnt)0; t ¸ 0) beschrieben, ist nicht antizipierend und muss selbst¯nanzierend
sein. Sei Xt das VermÄogen eines Investors zum Zeitpunkt t. Das riskant in-
vestierte VermÄogen entspricht w01Xt mit 1 ´ (1; ::; 1)0. FÄur die WertverÄanderung
des VermÄogens gilt

dXt = Xt
nP

i=1
wit

dSi

Si
+ Xt(1 ¡

nP
i=1

wit)
dB
B

(12a)

= Xt (w0
t (¹¡r1) + r) dt + Xtw0

t¾dW (12b)

bzw.

Xt = X0 exp
µµ

w0 (¹¡r1) + r ¡ 1
2
w0§w

¶
t + w0¾Wt

¶
(13)

mit den Parametern ¹ ´ (¹1; :::; ¹n)0 und ¾ = (¾)ij und dem Vektor W ´ (W1; : : : ;Wn)0.
Ferner sei § = ¾¾0 die nicht singulÄare zeitinvariante Varianz-Kovarianz-Matrix.

10Die Beziehung
P
j ¼j = B0B¡1T erklÄart sich damit, dass man in t = 0 genau B¡1T Geld-

markfondsanteile zum StÄuck-Preis B0 kaufen muss, um in T mit Sicherheit Äuber eine Geldeinheit
verfÄugen zu kÄonnen.
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2.2.1 Das Growth-Optimum-Portfolio

Aus (13) geht unmittelbar hervor, dass die Maximierung der erwarteten Wachstum-
srate des VermÄogens auf

¹¡r1 = §wgo (14)

fÄuhrt. Nun gilt:

wgo =
¹ta¡r
¾2

ta
wta ; (15)

wobei ¹ta die erwartete Rendite des aus der statischen Portfolio-Theorie bekannten
¹¡¾-e±zienten Tangential-Portfolios und ¾2

ta die Varianz des Tangential-Portfolios
ist. Die Gewichte

wta =
¾2

ta

¹ta¡r
§¡1 (¹ ¡ r1) (16)

sind die Gewichte der riskanten Positionen des Tangential-Portfolios. Ausweislich
(15) ist das GOP bis auf einen Faktor mit dem Tangential-Portfolio identisch. Das
Volumen des GOP rechnet sich wegen 10wta ´ 1 zu

10wgo =
¹ta¡r
¾2

ta
:

Einsetzen von (14) in (13) fÄuhrt i. V. m. der De¯nition

¾2
go ´ wgo0§wgo

auf

Xgo
t = Xgo

0 exp
µµ

1
2
¾2

go + r
¶

t + wgo0¾Wt

¶

bzw.

B¡1
t Xgo

t = B¡1
0 Xgo

0 exp
µ

1
2
¾2

got + wgo0¾Wt

¶
:

Demnach ist lnB¡1
t Xgo

t normalverteilt mit Erwartungswert lnB¡1
0 Xgo

0 + 1
2¾2

got und
Varianz ¾2

got.
FÄur das Folgende ist neben der empirischen Verteilung P die Verteilung unter

dem Äaquivalenten Martingalma¼ Q, welches durch die Transformation

dQ
dP = exp(¡wgo0¾Wt ¡ 1

2
¾2

got)

aus dem Wahrscheinlichkeitsma¼ P hervorgeht, von Interesse. Das Cameron-
Martin-Girsanov-Theorem11 besagt, dass der Prozess

Ŵt = Wt + ¾0wgot

unter Q eine Brownsche Bewegung ist. Ausweislich

B¡1
t Xgo

t = B¡1
0 Xgo

0 exp
µ

¡1
2
¾2

got + wgo0¾Ŵt

¶

ist lnB¡1
t Xgo

t unter dem Äaquivalenten Martingalma¼ Q somit normalverteilt mit
Erwartungswert lnB¡1

0 Xgo
0 ¡ 1

2¾2
got und Varianz ¾2

got.

11vgl. hierzu z.B. [1], S. 73-76.
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2.2.2 Die optimale Strategie

Aufgrund der Selbst¯nanzierungs-Eigenschaft der Portfolio-Strategie gilt (11) fÄur
alle t 2 [0; T ] : Unter den getro®enen Verteilungsannahmen erhÄalt man mithin

X¤
t = BtB¡1

T xT EQ (f¤j Ft)
= BtB¡1

T xT Pr (Xgo
T > c)

= BtB¡1
T xT N(d2) ; (17)

wobei

d2 ´ ¡ ln c ¡
¡
ln

¡
B¡1

t Xgo
t

¢
¡ 1

2¾2
go (T ¡ t)

¢

¾go
p

T ¡ t

=
ln

¡
B¡1

t Xgo
t

¢
¡ ln c ¡ 1

2¾2
go (T ¡ t)

¾go
p

T ¡ t

und N (x) die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Zur Ermit-
tlung der optimalen Portfolio-Gewichte muss nun diejenige Portefolio-Strategie ge-
funden werden, die die Entwicklung von X¤

t repliziert. Es gilt fÄur X bei determin-
istischer Zinsentwicklung

dX = X0
SdS+

µ
Xt +

1
2
S0§S

¶
dt (18)

mit X0
S =

³
@X
@S1

; : : : ; @X
@Sn

´
. Aus dem Vergleich von (12a) und (18) folgt

@X
@Si

=
wiX
Si

: (19)

Zur Replikation der optimalen Strategie werden mithin

@X¤
t

@Sit
= BtB¡1

T xT n (d2)
@d2

@Sit

= BtB¡1
T xT n (d2)

@Xgo
t

@Sit

1
Xgo

t

¾go
p

T ¡ t

=
n (d2)
N (d2)

wgo
i

¾go
p

T ¡ t
X¤

t

Sit

StÄucke der Aktien i = 1; : : : ; n benÄotigt. Hieraus erhÄalt man i.V.m. der De¯nition
fÄur den Zielerreichungsgrad

z¤
t ´ B¡1

t X¤
t

B¡1
T xT

und den durch (17) implizierten Beziehungen

N(d2) = z¤
t , d2 = N¡1 (z¤

t )

w¤
it =

@X¤
t

@Sit

Sit

X¤
t

=
n

¡
N¡1 (z¤

t )
¢

N (N¡1 (z¤
t ))

wgo
i

¾go
p

T ¡ t
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bzw.

w¤
t = ®wgo

mit

® ´ ® (¾go; t; z¤
t ) =

n
¡
N¡1 (z¤

t )
¢

N (N¡1 (z¤
t ))

1
¾go

p
T ¡ t

(0 < z¤
t · 1) : (20)

Es gilt

@®
@¾go

< 0

@®
@t

> 0

@®
@z¤

t
< 0 :

Demnach ist das optimale Anlagevolumen c.p. um so grÄo¼er, je kleiner die VolatilitÄat
des GOP, je nÄaher der Planungshorizont und je kleiner z¤

t ist, d.h. je grÄo¼er die
Diskrepanz zwischen der aktuell vorhandenen und der geforderten Anzahl von Geld-
marktfonds ist. Aus

lim
z"1

n
¡
N¡1 (z)

¢

N (N¡1 (z))
= lim

y"1
n (y)
N (y)

= 0

und (aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung)

lim
z#0

n
¡
N¡1 (z)

¢

N (N¡1 (z))
= lim

y#¡1
n (y)
N (y)

= lim
y"1

n (y)
1 ¡ N (y)

= lim
y"1

¡yn (y)
¡n (y)

= +1

wird ersichtlich, dass das Volumen der risikobehafteten Position mit wachsender
Diskrepanz zwischen dem aktuell vorhandenen und dem angestrebten VermÄogen
grenzenlos wÄachst.

2.2.3 Bestimmung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit

FÄur die Shortfall-Wahrscheinlichkeit gilt i.V.m. N(d2) = z¤
t , ¡d2 = N¡1 (1 ¡ z¤

t )

EP (1 ¡ f¤j Ft) = N
³
¡d2 ¡ ¾go

p
T ¡ t

´

= N
³
N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡ ¾go
p

T ¡ t
´

: (21)

Als Shortfall-Erwartungswert erhÄalt man

EP (xT (1 ¡ f¤)j Ft) = xT N
³
N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡ ¾go
p

T ¡ t
´

(22)

und als Shortfall-Varianz erhÄalt man

EP

³
(xT (1 ¡ f¤))2

¯̄
¯Ft

´
= x2

T N
³
N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡ ¾go
p

T ¡ t
´

: (23)
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3 Minimierung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit fÄur
eine stochastische Benchmark

Im folgenden wird das Entscheidungsproblem eines Fondsmanagers untersucht, der
mit einem gegebenen FondsvermÄogen X0 im Planungshorizont T mit mÄoglichst
gro¼er Wahrscheinlichkeit wenigstens das 1 + ¢-fache eines zukÄunftigen Indexs-
tandes erreichen mÄochte. Hierbei wird ausgiebig von der strukturellen IdentitÄat
dieses Problems mit dem zuvor behandelten Gebrauch gemacht.

3.1 Bestimmung der optimalen Strategie im statischen Kon-
text

Nunmehr ist der Grad der Zielerreichung zu Beginn und am Ende des Planungshor-
izontes der Quotient aus dem tatsÄachlich vorhandenen VermÄogen x0 bzw. xTj und
dem angestrebten Vielfachen des Index-Standes (1 + ¢) i0 bzw. (1 + ¢) iTj in der
Zeit-Zustandskombination (T; j) ; d.h.

z0 ´ x0

(1 + ¢) i0

zTj ´ xTj

(1 + ¢) iTj
:

Da ein Fondsmanager bei dieser Zielsetzung niemals ein Äuber (1 + ¢) iTj hinausge-
hendes VermÄogen anstrebt, kann das hier zu analysierende Entscheidungsproblem
i.V.m. der bereits eingefÄuhrten De¯nition (1) fÄur die Indikatorfunktion f (zTj) wie
folgt formuliert werden:

nX

j=1

pjf (zTj) ! max
zT j

u.d.B.
nX

j=1

¼j (1 + ¢) iTjf (zTj) · x0 :

Sei

~qj ´ ¼j
iTj

i0
;

dann ist das Entscheidungsproblem Äaquivalent zu

nX

j=1

pjf (zTj) ! max
zT j

u.d.B.
nX

j=1

(1 + ¢) i0f (zTj) ~qj · x0 :

Nun gilt

pj

~qj
=

pj

¼j

µ
iTj

i0

¶¡1

=
xgo

Tj

x0

µ
iTj

i0

¶¡1

:

11



Somit kann man die optimale Strategie f¤ i.V.m. der De¯nition

zgo
Tj ´

xgo
Tj

(1 + ¢) iTj

auch wie folgt darstellen

f¤ =
½

1 falls zgo
Tj > c

0 falls zgo
Tj · c :

Die ÄUbergang von der LÄosung des statischen Problems mit diskretem Zustand-
sraum auf die LÄosung des dynamischen Modells mit stetigem Zustandsraum erfolgt
analog zu dem Fall mit konstanter Benchmark.

3.2 Bestimmung der optimalen Strategie im dynamischen
Kontext

Zur Berechnung der aus
Pn

j=1 (1 + ¢) i0f (zTj) ~qj · x0 abgeleiteten Beziehung

X¤
t = (1 + ¢) ItE~Q (f¤j Ft)

fÄur das Fonds-VermÄogen unter der hier diskutierten Anlage-Strategie benÄotigt man
die Verteilung von Zgo

T unter dem Wahrscheinlichkeitsma¼ ~Q. Dazu wird im folgen-
den zunÄachst einmal die Verteilung des Quotienten

Zgo
T ´ Xgo

T
(1 + ¢) IT

unter dem empirischen Wahrscheinlichkeitsma¼ P bestimmt. FÄur den Index I gilt

dIt = It
nP

i=1
wi

i
dSi

Si

= It
¡
wi0 (¹¡r1) + r

¢
dt + Itwi0¾dW

und mithin

B¡1
t It = B¡1

0 I0 exp
µµ

wi0 (¹¡r1) ¡ 1
2
wi0§wi

¶
t + wi0¾Wt

¶
:

In Verbindung mit

wi0 (¹¡r1) = wi0§wgo

ergibt sich somit

Zgo
t =

X0

(1 + ¢) I0
exp

µ
1
2

¡
wgo ¡ wi¢0 §

¡
wgo ¡ wi¢ t +

¡
wgo ¡ wi¢0 ¾Wt

¶
:

(25)

Nun muss nur noch der Wechsel auf das Wahrscheinlichkeitsma¼ ~Q berÄucksichtigt
werden. Aus

X

j

~qj ´
X

j

¼j
iTj

i0
=

X

j

B¡1
T iTj

B¡1
0 i0

qj

lÄasst sich ersehen, dass bei stetigem Zustandsraum

d~Q
dQ =

B¡1
T IT

B¡1
t It

12



gelten muss. Da B¡1
T IT unter dem Wahrscheinlichkeitsma¼ Q ein Martingal ist, gilt

d~Q
dQ = exp(wi0¾ŴT ¡ 1

2
wi0§wiT ) :

Bereits bekannt ist, wie sich der Prozess Zgo
t unter dem Wahrscheinlichkeitsma¼ P

verhÄalt. Nun ¯ndet die Ma¼transformation

d~Q
dP =

d~Q
dQ

dQ
dP

ihre Entsprechung in der Drift-Korrektur

~Wt = Ŵt ¡ ¾0wit
= Wt + ¾0 ¡wgo ¡ wi¢ t

Einsetzen von Wt = ~Wt ¡ ¾0 ¡wgo ¡ wi
¢
t in (25) fÄuhrt i.V.m. der De¯nition

¾2
z ´

¡
wgo ¡ wi¢0 §

¡
wgo ¡ wi¢

´ ¾2
go ¡ 2½go;i¾i¾go + ¾2

i (26)

auf

Zgo
t =

X0

(1 + ¢) I0
exp

µ
¡1

2
¾2

zt +
¡
wgo ¡ wi¢0

¾ ~Wt

¶
:

Somit gilt

X¤
t = (1 + ¢) ItE~Q (f¤j Ft)

= (1 + ¢) ItN(d2)

mit

d2 ´ ¡ ln c ¡
¡
lnZgo

t ¡ 1
2¾2

z (T ¡ t)
¢

¾z
p

T ¡ t
:

FÄur die Replikation sind in diesem Fall

@X¤
t

@Sit
= (1 + ¢)

wiIt

Sit
N (d2) + (1 + ¢) Itn (d2)

@Zgo
t

@Sit

1
Zgo

t

¾z
p

T ¡ t

Aktien der Gattungen i = 1; : : : ; n erforderlich. Hieraus erhÄalt man i.V.m. der
De¯nition fÄur den Zielerreichungsgrad

z¤
t ´ X¤

t

(1 + ¢) It
;

die Anlage-Strategie

wit = wi
i +

n (d2)
z¤
t

@Xgo
t

@Sit

Sit
Xgo

t
¡ @It

@Sit

Sit
It

¾z
p

T ¡ t

= wi
i +

n
¡
N¡1 (z¤

t )
¢

N (N¡1 (z¤
t ))

wgo
i ¡ wi

i

¾z
p

T ¡ t
:

In Vektor-Matrix Schreibweise erhÄalt man

wt = (1 ¡ ¯)wi + ¯wgo (27)
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mit

¯ ´ ¯ (¾Z ; t; z) ´ n
¡
N¡1 (z¤

t )
¢

N (N¡1 (z¤
t ))

1
¾z

p
T ¡ t

:

Es gilt

@¯
@¾z

< 0

@¯
@t

> 0

@¯
@z

< 0 :

O®ensichtlich fÄallt der GOP-Komponente hier die gleiche Rolle zu wie im Hinblick
auf die Maximierung der Wahrscheinlichkeit des Erreichens einer deterministischen
Benchmark. Daher hat sie ein um so grÄo¼eres Gewicht, je kleiner c.p. die VolatilitÄat
der relativen ÄUber- oder Unter-Performance des GOP, je nÄaher c.p. der Planung-
shorizont rÄuckt und je weiter der Entscheider von seiner Zielvorgabe entfernt ist.

Aus wt = (1 ¡ ¯)wi + ¯wgo lÄa¼t sich au¼erdem i.V.m. 10wi ´ 1 unmittelbar
ablesen, dass sich ein benchmarkorientierter Portfolio-Manager, der die Shortfall-
Wahrscheinlichkeit minimiert, genau dann verschuldet, wenn sich ein GOP-Investor
mit identischen Erwartungen auch verschulden wÄurde. Dies ist wiederum genau
dann der Fall, wenn ¹ta¡r > ¾2

ta gilt. Hieraus kÄonnte sich ein Kon°ikt mit x 9(4) des
Gesetzes Äuber Kapitalanlagegesellschaften (KAGG) ergeben, der die Verschuldung
auf maximal 10% des SondervermÄogens begrenzt.

3.3 Shortfall-Wahrscheinlichkeit, Shortfall-Erwartungswert und
Shortfall-Varianz der optimalen Portfolio-Strategie

Analog zu (21) erhÄalt man

EP (1 ¡ f¤j Ft) = N
³
N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡ ¾z
p

T ¡ t
´

:

Hieraus lÄasst sich i.V.m. (26) ablesen, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit eines
Portfolio-Managers c.p. um so grÄo¼er ist,

² je volatiler die Benchmark

und

² je kleiner die Kovarianz zwischen Benchmark und GOP bzw. Tangential-
Portfolio

ist.
Portfolio-Manager, die nach schnellem Ruhm streben, werden daher solche Bench-

marks bevorzugen, die mÄoglichst volatil sind und gleichzeitig mÄoglichst wenig mit
dem Tangential-Porfolio korrelieren. Die hohe VolatilitÄat macht es bei dem Man-
ager bei geringer Korrelation mit dem Tangential-Portfolio leichter, die Benchmark
mit Hilfe einer Konvexkombination aus GOP und Benchmark um das ¢-fache zu
schlagen. Man beachte dabei, dass die erwartete Rendite-Di®erenz zwischen GOP
und Benchmark

¡
wgo ¡ wi¢0

(¹¡r1) =
¡
wgo ¡ wi¢0

§wgo = ¾2
go ¡ ½go;i¾i¾go

mit c.p. abnehmender Korrelation zunimmt.
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Im folgenden sollen die Auswirkungen der Anreize zu einer hohen VolatilitÄat
fÄur den Anleger - gemessen am Ein°uss auf den Shortfall-Erwartungswert und die
Shortfall-Varianz - untersucht werden. Seien

V = exp(v)
W = exp (w)

logarithmisch normalverteilte Zufallsvariablen, dann gilt12

E (V ¢ f(W )) = E (V ) ¢ E (f (W exp(cov (v;w))) :

Der Shortfall-Erwartungswert fÄur die Strategie, die die Shortfall-Wahrscheinlichkeit
minimiert, belÄauft sich mithin unter BerÄucksichtigung von cov(ln IT ; lnZgo

T jFt ) =¡
½go;i¾i¾go ¡ ¾2

i
¢
(T ¡ t) auf

EP ( (1 + ¢)IT (1 ¡ f¤)j Ft)
= (1 + ¢)EP (IT j Ft)Pr

¡
lnZgo

T +
¡
½go;i¾i¾go ¡ ¾2

i
¢
(T ¡ t) · ln c

¢

= (1 + ¢)EP (IT j Ft)N

0
BB@N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡
1 ¡ ½i;go

¾i
¾gor

1 ¡ 2½i;go
¾i
¾go

+ ¾2
i

¾2
go

¾go
p

T ¡ t

1
CCA ;

die entsprechende Shortfall-Varianz belÄauft sich auf

EP

³
((1 + ¢)IT (1 ¡ f¤))2

¯̄
¯ Ft

´

= (1 + ¢)2EP
¡
I2
T
¯̄
Ft

¢
Pr

¡
lnZgo

T + 2
¡
½go;i¾i¾go ¡ ¾2

i
¢
(T ¡ t) · ln c

¢

= (1 + ¢)2EP
¡
I2
T
¯̄
Ft

¢
N

0
BB@N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡
1 ¡ ¾2

i
¾2

gor
1 ¡ 2½i;go

¾i
¾go

+ ¾2
i

¾2
go

¾go
p

T ¡ t

1
CCA ;

wobei

EP (IT j Ft) = B¡1
t BT It exp

¡
½go;i¾i¾go (T ¡ t)

¢

und

EP
¡
I2
T
¯̄
Ft

¢
= EP (IT j Ft)

2 exp
¡
¾2

i (T ¡ t)
¢

:

gilt. Es kann gezeigt werden, dass

¾i

¾go
> ½¡1

i;go > 1

eine hinreichende Bedingungen dafÄur ist, dass der Shortfall-Erwartungswert und

¾i

¾go
> 1

eine hinreichende Bedingung dafÄur ist, dass die Shortfall-Varianz mit wachsender
VolatilitÄat des Index grÄo¼er wird. Im folgenden soll daher untersucht werden, ob
die PrÄaferenz fÄur volatile Benchmarks unter UmstÄanden dadurch vermieden werden
kann, dass die Performance am erwarteten Shortfall gemessen wird.

12vgl. [12], 489f.
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4 Minimierung des erwarteten Shortfalls
Als nÄachste benchmarkorientierte Stratgie wird in diesem Beitrag die Minimierung
der erwarteten Abweichung des EndvermÄogens von der Benchmark (Shortfall-Erwartungswert)
behandelt.

4.1 Bestimmung der optimalen Strategie im statischen Kon-
text

Seien

z0 ´ x0

(1 + ¢) i0

zTj ´ xTj

(1 + ¢) iTj

und

f (zTj) ´
½

1 falls zTj ¸ 1
zTj falls 0 · zTj < 1 ;

dann kann das Problem der Minimierung des erwarteten Shortfalls
X

j

pj (1 + ¢) iTj (1 ¡ f (zTj)) ! min
zT j

u.d.B.
X

j

¼j (1 + ¢) iTjf (zTj) · x0

i.V.m. den De¯nitionen

~pj ´ pj (1 + ¢) iTj

~qj ´ ¼j
iTj

i0

als Standard-Problem formuliert werden:
X

j

~pjf (zTj) ! max

u.d.B.
X

j

~qjf (zTj) · z0 :

Wegen

~pj

~qj
=

pj

¼j
(1 + ¢) i0 =

xgo
Tj

x0
(1 + ¢) i0

kann die LÄosung dargestellt werden als

f¤ =
½

1 falls xgo
Tj > c

0 falls xgo
Tj · c : (28)
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4.2 Bestimmung der optimalen Strategie im dynamischen
Kontext

Unter BerÄucksichtigung von

B¡1
t Xgo

t = B¡1
0 Xgo

0 exp
µ

¡1
2
¾2

got + wgo0¾Ŵt

¶

= B¡1
0 Xgo

0 exp
µµ

¡1
2
¾2

go + ½go;i¾i¾go

¶
t + wgo0¾ ~Wt

¶

erhÄalt man aus (28) analog zur Maximierung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit

X¤
t = (1 + ¢) ItN (d2)

mit

d2 ´ ¡ ln
¡
B¡1

T c
¢

¡
¡
ln

¡
B¡1

t Xgo
t

¢
+

¡
¡1

2¾2
go + ½go;i¾i¾go

¢
(T ¡ t)

¢

¾go
p

T ¡ t

und gelangt zu dem Resultat, dass der Portfolio-Manager im Zeitpunkt t den
Bruchteil

wit = wi
i + °wgo

i

mit

° ´ ° (¾go; t; z¤
t ) ´ n

¡
N¡1 (z¤

t )
¢

N (N¡1 (z¤
t ))

1
¾go

p
T ¡ t

(29)

z¤
t ´ X¤

t

(1 + ¢) It
(30)

des Fonds-VermÄogens in Aktie i investieren muss. Aus dem Vergleich von (29)
mit (20) lÄasst sich ablesen, dass sich die hier diskutierte Strategie als Investition
in die Benchmark zuzÄuglich einer fremd¯nanzierten Position, die die Shortfall-
Wahrscheinlichkeit fÄur das VermÄogensziel

xT =
B¡1

t X¤
t

B¡1
T z¤

t
= B¡1

t BT (1 + ¢) It

minimiert, erklÄaren lÄasst. Aus der Bestimmungsgleichungen fÄur den Shortfall-
Erwartungswert

EP ( (1 + ¢)IT (1 ¡ f¤)j Ft)
= (1 + ¢)EP (IT j Ft)Pr

¡
lnXgo

T + ½go;i¾i¾go (T ¡ t) · ln c
¢

= (1 + ¢)EP (IT j Ft)N
³
N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡ ¾go
p

T ¡ t
´

kann man i.V.m.

EP (IT j Ft) = B¡1
t BT It exp

¡
½go;i¾i¾go (T ¡ t)

¢

ablesen, dass der Anreiz, mÄoglichst volatile Indizes als Benchmark zu wÄahlen, ver-
schwindet. Der Anreiz, eine mit dem Tangentialportfolio mÄoglichst wenig korrelierte
Benchmark zu wÄahlen, bleibt allerdings bestehen.

Als Shortfall-Varianz ergibt sich

EP

³
((1 + ¢)IT (1 ¡ f¤))2

¯̄
¯Ft

´

= (1 + ¢)2EP
¡
I2
T
¯̄
Ft

¢
Pr

¡
lnXgo

T + 2½go;i¾i¾go (T ¡ t) · ln c
¢

= (1 + ¢)2EP
¡
I2
T
¯̄
Ft

¢
N

µ
N¡1 (1 ¡ z¤

t ) ¡
µ

1 + ½i;go
¾i

¾go

¶
¾go

p
T ¡ t

¶
:
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Bemerkenswert erscheint ferner, dass sich das unbeobachtbare Anspruchsniveau ¢
bei gegebenem Zeithorizont T mit Hilfe einer Obergrenze fÄur die Verschuldung nach
oben begrenzen lÄasst: Das folgt nach Einsetzen von

10wi ´ 1 ;

10wgo =
¹ta¡r
¾2

ta

und

¾go =
¹ta¡r
¾2

ta
¾ta

in 10w ¡ 10wi = °10wgo aus der Tatsache, dass die rechte Seite von

10w ¡ 1 =
n

³
N¡1

³
X¤

t
(1+¢)It

´´

N
³
N¡1

³
X¤

t
(1+¢)It

´´ 1
¾ta

p
T ¡ t

ein monton wachsende Funktion von ¢ ist.

5 Minimierung der Shortfall-Varianz
Als letzte benchmarkorientierte Stratgie wird in diesem Beitrag die Minimierung der
quadrierten Abweichung des EndvermÄogens von der Benchmark (Shortfall-Varianz)
behandelt.

5.1 Bestimmung der optimalen Strategie im statischen Kon-
text

Seien weiterhin

z0 ´ x0

(1 + ¢) i0

zTj ´ xTj

(1 + ¢) iTj

und

f (zTj) ´
½

1 falls zTj ¸ 1
zTj falls 0 · zTj < 1 ;

dann kann man das Problem der Minimierung der Shortfall-Varianz wie folgt schreiben:
X

j

pj (iTj (1 + ¢) (1 ¡ f))2 ! min
zT j

u.d.B.
X

j

¼j (1 + ¢) iTjf · x0 :

Um dieses Problem auf dem oben beschrittenen Wege lÄosen zu kÄonnen, sind 3
Schritte erforderlich:
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1. Jede zulÄassige Strategie f lÄa¼t sich als Konvexkombination

f (") ´ "Á + (1 ¡ ") f¤

aus einer zulÄassigen Strategie Á und der optimalen Strategie f¤ au®assen. Sei
F die Zielfunktion, dann gilt

@F
@"

=
@F
@f

df
d"

= ¡2 (1 + ¢)2
X

j

pji2Tj (1 ¡ f (")) (Á ¡ f¤) :

2. Im Optimum muss " = 0 gelten. Da es sich um ein Minimum handelt, darf
die rechtsseitige Ableitung an der Stelle 0+ nicht negativ sein, somit gilt also

¡
X

j

pji2Tj (1 ¡ f¤) (Á ¡ f¤) ¸ 0

bzw.
X

j

pji2Tj (1 ¡ f¤)Á ·
X

j

pji2Tj (1 ¡ f¤) f¤ :

3. Da
P

j pji2Tj (1 ¡ f¤) Á nach oben durch
P

j pji2Tj (1 ¡ f¤) f¤ begrenzt wird,
¯ndet man f¤ auch mit Hilfe der Zielfunktion

P
j pji2Tj (1 ¡ f¤)Á ! max.

Damit lÄasst sich das Problem der Minimierung der Shortfall-Varianz i.V.m.
den De¯nitionen

~pj ´ pji2Tj (1 ¡ f¤)

~qj ´ ¼j
iTj

i0

einmal mehr in die Standardform bringen:
X

j

~pjf (zTj) ! max

u.d.B.
X

j

~qjf (zTj) · z0 :

Nun gilt

~pj

~qj
=

pj

¼j
i0 (1 ¡ f¤) iTj =

xgo
TjiTj

(1 + ¢) z0
(1 ¡ f¤) ;

so dass die optimale LÄosung analog zu der LÄosung der nicht ganzzahligen Relax-
ation des Problems der Minimierung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit (7) wie folgt
charakterisiert ist:

f¤ =

8
>>><
>>>:

1 falls
xgo

T jiTj

(1+¢)z0
(1 ¡ f¤) > u¤

1 , u¤
1 > 0

° < 1 falls
xgo

T jiTj

(1+¢)z0
(1 ¡ f¤) = u¤

1 , 1 ¡ (1+¢)z0
xgo

TjiT j
u¤

1 = °

0 falls
xgo

T jiTj

(1+¢)z0
(1 ¡ f¤) < u¤

1 , 1 ¡ (1+¢)z0
xgo

TjiT j
u¤

1 < 0

:

Die LÄosung f¤ = 1 scheidet aus, weil sie im Widerspruch zu u¤
1 ¸ 0. steht. Somit

bleibt

f¤ = (°)+
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mit

° = 1 ¡ c
xgo

TjiTj
:

Die Budgetbedingung lautet

B0B¡1
T (1 + ¢)

X

j

qj

Ã
iTj ¡ c

xgo
Tj

!+

= x0 :

5.2 Bestimmung der optimalen Strategie im dynamischen
Kontext

Allgemein gilt fÄur unter dem Wahrscheinlichkeitsma¼ P logarithmisch normalverteilte
Zufallsvariable

V = exp(v)
W = exp (w)

EP

³
v ¡ c

W

´+
= EP (V )N (d) ¡ EP

³ c
W

´
N (d ¡ ¾v+w)

mit

d ´
EP(V )

EP( c
W ) + 1

2¾2
v+w

¾v+w

¾v+w ´
q

¾2
v + 2½v;w¾v¾w + ¾2

w :

Als Marktpreis fÄur die Shortfall-Varianz minimierende Strategie erhÄalt man somit

X¤
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woran sich i.V.m.

z¤
t = N (d1) ¡ BtB¡1

T k
It

N (d2) < N (d1)

ablesen lÄasst, dass die Minimierung der Shortfall-Varianz ebenfalls erfordert, dass
sich der Entscheider verschuldet. WÄahrend das GOP im Falle der Minimierung
der Shortfall-Wahr-scheinlichkeit dominiert und unter UmstÄanden sogar mit einem
Leerverkauf der Benchmark einhergeht, spielt das GOP hier nur noch die Rolle einer
fremd¯nanzierten Depotbeimischung.

Als Shortfall-Erwartungswert errechnet sich
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Unter BerÄucksichtigung von
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sowie der Tatsache, dass X2 und Y 2 lognormalverteilt sind, falls X und Y lognor-
malverteilt sind, erhÄalt man fÄur die Shortfall-Varianz
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Im folgenden soll untersucht werden, ob die Portfolio-Manager ihre PrÄaferenz fÄur
eine mÄoglichst geringe Korrelation ½ zwischen Benchmark und Tangential-Portfolio
verlieren, wenn man sie an der Shortfall-Varianz mi¼t. Sei
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:

Damit ist gezeigt, dass Portfolio-Manager ihre PrÄaferenz fÄur eine mÄoglichst geringe
Korrelation zwischen Benchmark und Tangential-Portfolio auch dann nicht ver-
lieren, wenn man ihre Performance an der Shortfall-Varianz misst. Diese PrÄaferenz
ist also o®ensichtlich nicht fÄur ein bestimmtes Performance-Ma¼ sondern fÄur die
Benchmark-Orientierung an sich charakteristisch. Sie wurzelt in der Tatsache,
dass das als ,,Portfolio-Beimischung" zum Einsatz kommende GOP seinen rela-
tiven Performance-Vorsprung mit abnehmender Korrelation ausbaut und damit die
Chance verbessert, den Index mit Hilfe dieser Portfolio-Beimischung zu schlagen.

6 Fazit
Der vorliegende Beitrag legt die teilweise verborgenen Risiken benchmarkorien-
tierter Portfolio-Strategien o®en. Im Einzelnen befasst er sich mit drei bench-
markorientierten Portfolio-Strategien, die sich als Risiko-Minimierungs-AnsÄatze be-
greifen lassen, wobei als Risikoma¼e die Shortfall-Wahrscheinlichkeit, die Shortfall-
Erwartung und die Shortfall-Varianz dienen. In allen drei FÄallen ist das sog.
Growth-Optimum-Portfolio (GOP) Bestandteil der optimalen Strategie.

FÄur Portfolio-Manager ist der vorliegende Beitrag schon deshalb interessant,
weil fÄur alle hier behandelten dynamischen Optimierungsprobleme analytische LÄosungen
prÄasentiert werden.

FÄur Anleger ist der vorliegende Beitrag insofern interessant, als er deutlich
macht, dass die Minimierung der Shortfall-Wahrscheinlichkeit fÄur die Portfolio-
Manager mit dem Anreiz gekoppelt ist, sich an mÄoglichst volatilen Benchmarks
messen zu lassen, und dass alle hier behandelten benchmarkorientierten Risiko-
ma¼e fÄur die Portfolio-Manager mit dem Anreiz gekoppelt sind, sich an mÄoglichst
wenig mit dem Tangentialportfolio korrelierten Benchmarks messen zu lassen.

FÄur Finanzmarkt-Regulierer ist der vorliegende Beitrag insofern interessant,
als er deutlich macht, dass auch dann, wenn man benchmarkorientierte Portfolio-
Manager dazu bringen mÄochte, die ¯nanziellen Konsequenzen einer erfolglosen An-
lagepolitik nicht aus dem Auge zu verlieren, ein gewisses Ma¼ an Verschuldung
notwendig ist.
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